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Kapitel 1
Einleitung

Zur numerischen Losung von Differentialgleichungen stehen vielfdltige Methoden zur
Verfiigung. Bei den Differenzenverfahren werden auf einem endlichen Gitter die Ablei-
tungen des Differentialoperators durch Differenzenquotienten ersetzt, so dafi nur noch
ein lineares Gleichungssystem geldst werden mufl. Bei partiellen Differentialgleichungen
auf allgemeinen Gebieten kann es jedoch schwierig sein, diese Form der Diskretisierung
in der Ndhe des Gebietsrandes zu erkldren. Auch ist hier die Frage nach der Stabi-
litét, d.h. der stetigen Abhéngigkeit der Naherungslosung von den Ausgangsdaten der
Differentialgleichung, uniibersichtlich. Diese Schwierigkeiten iibertragen sich auf Kon-
vergenzuntersuchungen und die Angabe geeigneter Fehlerabschitzungen. Das hat zum
groflen Erfolg eines anderen Verfahrens, der sogenannten Finite-Elemente-Methode,
beigetragen, die hauptséichlich bei Randwertproblemen elliptischer Differentialgleichun-
gen eingesetzt wird. Dabei wird die Differentialgleichung zunéchst mittels partieller In-
tegration in ein Variationsproblem (schwaches Problem) iiberfiihrt, dessen Losbarkeit
bekannt ist. Die Diskretisierung des Variationsproblems geschieht durch den Ubergang
zu endlich-dimensionalen Réumen, den Ansatzfunktionenrdumen. Der Name der Me-
thode resultiert aus der konkreten Wahl dieser Rdume: Das Definitionsgebiet wird in
einfache Teilgebiete, den Finiten Elementen, zerlegt (trianguliert), und die Elemente
der Ansatzfunktionenrédume sind stiickweise auf den Teilgebieten erklért (Splines). Die
Stabilitdt des Verfahrens ist bereits durch seine Konstruktion gewihrleistet, und es
steht eine abstrakte Theorie fiir Fehlerabschétzungen zur Verfiigung.

Gegenstand dieser Arbeit sind a-priori-Fehlerabschiatzungen bei der Finite-Elemente-
Methode. Die in der Literatur iiblichen Fehlerschranken stellen hohere Anforderungen
an die Regularitit der exakten Losungen, als dies durch die Eigenschaften der Differen-
tialgleichung bzw. der Variationsformulierung begriindet werden kann. Sie entsprechen
den in der Approximationstheorie bekannten Jackson-Typ-Ungleichungen (Endpunkt-
abschétzungen). Das erste Ziel ist es daher, die gingigen Fehlerschranken ohne zusétz-
liche Regularitédtsvoraussetzungen auszudriicken. Hier erweisen sich Stetigkeitsmoduln
als ein geeignetes Hilfsmittel. Dabei fiihren die bekannten Fehlerschranken zunéchst auf
Abschéatzungen gegen K-Funktionale, und es gilt, bekannte K-Funktional-Techniken so
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4 1. Einleitung

zu erweitern, dafl die K-Funktionale ihrerseits durch Stetigkeitsmoduln ersetzt werden
konnen. Aus approximationstheoretischer Sicht ist es jetzt naheliegend, nach der Giite
dieser neuen Fehlerschranken zu fragen, d.h., es interessieren Abschiatzungen des Feh-
lers nach unten. Auch aus der Sicht der Numerik ist diese Fragestellung von Bedeutung,
worauf Braess in [6, S.79] hinweist. Er sieht in Umkehrsétzen vom Bernstein-Typ die
passende Antwort. Allerdings erweist sich die Regularitéit der Ansatzfunktionenrdume
als zu gering, um in vielen iiblichen Situationen eine Aussage machen zu konnen. Véllig
anders ist die Lage beim Schérfenachweis iiber Gegenbeispiele, die sich mit den Reso-
nanzprinzipien vom Banach-Steinhaus’schen Typ und ihren quantitativen Erweiterun-
gen, wie sie von Dickmeis, Nessel und van Wickeren [29]-[34] entwickelt worden sind,
angeben lassen. Hiermit konnen auch interessante Phdnomene wie héhere Konvergenz-
ordnungen in negativen Normen, das Auftreten eines log-Faktors bei Supremum-Norm-
Abschétzungen und Superkonvergenz analysiert werden.

Bei Differenzenverfahren wurden #hnliche Fragestellungen in [11]-[15], [42]-[44], [67, 68]
untersucht. Erste Betrachtungen zur Optimalitdt von K-Funktional-Fehlerschranken
bei Finiten Elementen diskutiert Liittgens in [67]. Daneben gibt es eine Reihe weiterer
Publikationen, die sich in der einen oder anderen Weise mit der Giite von Fehlerschran-

ken zu Finite-Elemente-Methoden beschiftigen, z.B. [3, 4, 36, 47, 52, 97].

In Beispielsituationen sollen nun die Ergebnisse dieser Arbeit etwas genauer zusam-
mengefafit werden. Sei  C R? ein (gegebenenfalls konvexes) beschrinktes Gebiet, das
durch einen Polygonzug berandet ist. Die Einschrinkung auf die Raumdimension 2
ist (auBer bei Supremum-Norm-Fehlerschranken) nicht wichtig und hier nur der Uber-
sichtlichkeit halber gewéhlt. Mit W*P({2) bezeichnen wir den Sobolev-Raum der Funk-
tionen mit schwachen Ableitungen bis zur Ordnung s in LP(S2), versehen mit der Norm
[ullspa = [D250 [ul], o]'/?, die iiber die Halbnormen |ul;,.0 := [32 4 1D%ull, )"
definiert ist. Dabei wird die {ibliche Multiindex-Notation fiir & € N2 verwendet (siehe
Symbolverzeichnis), und fiir den Fall p = oo sei auf (2.2) verwiesen. Der Raum W, ()
bestehe aus den Funktionen u € WHP(Q), die zusitzlich die Randbedingung u|sq = 0
im Sinne eines Spur-Operators erfiillen (sieche Charakterisierung (2.5)). Auf W, *(Q)
sei die Bilinearform

a(u,v) = Z / (o 5()(Du(x))(DPv(x))dz, u, v e W3 (),
ja|81<1 7 ¢

gegeben, die sich z.B. aus der partiellen Integration einer elliptischen Differentialglei-
chung ergibt. Die Eigenschaften der Bilinearform werden im folgenden als hinreichend
regulér vorausgesetzt, d.h., die Koeffizientenfunktionen a, 3 sind geniigend glatt und die
Bilinearform ist beschriankt und koerziv (siehe Definition 2.34). Der Ausgangspunkt der
Finite-Elemente-Methode ist dann das folgende Variationsproblem, das nach dem Satz
von Lax und Milgram eindeutig lésbar ist: Zu f € L?(Q) ist eine Funktion u € Wy*(1)
gesucht mit

a(u,v) = (f,v)r2) = /Qf(z)v(x)dz Vo e W2 (). (1.1)



Die Diskretisierung besteht nun darin, diese Aufgabe nur auf endlich-dimensionalen
Teilriumen Vj, von W, () zu betrachten. Die Ansatzfunktionenrdume V;, C W% (Q)
bestehen aus stiickweisen Polynomen vom Grad r, die iiber eine Triangulierung 7;, defi-
niert sind. Dabei verhalte sich die Grofie der Triangulierungsdreiecke entsprechend dem
Parameter h gleichméBig regulér, d.h., es mégen Konstanten 0 < ¢, C' < oo existieren,
so dafl die Inkreisdurchmesser der Dreiecke von 7, grofer als ch und die Durchmesser
der Dreiecke kleiner als Ch sind (0 < h < 1). Das Folgende gilt auch bei Verwen-
dung anderer iiblicher Ansatzfunktionenrdume, z.B. bei Rechteck- und Serendipity-
Elementen. Jetzt wird eine Naherungslosung wu, im Ansatzfunktionenraum gesucht:

a(uh,v) = (f,U)L2(Q) Vv e V. (12)

Nach dem Lemma von Céa verhélt sich der Approximationsfehler u —u; wie der Fehler
der besten Approximation in der W?(Q2)-Norm (siehe z.B. [21, S.113] bzw. Satz 2.37):

||u — uhHLZQ S C lllf ||u — /UHLQ’Q.
veVy

In der Literatur ist es nun iiblich, diesen Fehler der besten Approximation fiir glatte
Losungen w durch konkretes Einsetzen eines v = v(u) € Vj,, das z.B. ein Lagrange-
Interpolant sein kann, mit einer Ordnung zu versehen. Es ergibt sich daraus eine
Jackson-Typ-Ungleichung der Form

1w — uplio0 < Ch ulgr00 Yu € Wy (Q) nWrH2(Q). (1.3)

In der Regel werden die Losungen u nicht in W™2(Q) liegen. Mittels reeller Banach-
Raum-Interpolation lassen sich aber unmittelbar auch Abschétzungen fiir Losungen «
aus fraktionierten Sobolev-Riumen W*2(Q2), 2 < v < r + 1, gewinnen (fraktionierte
Sobolev-Réume ergeben sich durch Interpolation aus den klassischen, siehe auch Satz
2.27):

1w — upll12.0 < Ch Y ullboo Yu e Wy?(Q)nW»2(9Q). (1.4)

Wie in [9, S.283] (vgl. [4], sieche (1.12) und Kapitel 3.4) bemerkt wird, sind diese Feh-

lerschranken aber noch in Abhéngigkeit von u verbesserbar. Mit dem K-Funktional

K (8., (W2, | Lip). (W Q) rsae)) = _inf - lu=glupatdlalrano)

lassen sich dagegen aber Fehlerschranken angeben, die ohne zusétzliche Forderungen
an u gelten und die, wie sich zeigen wird, nicht verbesserbar sind:

lu —upll120 < ChK (hr_l, u, (W22(Q), | - la2.0), WHH2(Q),] - |r+1,2,Q)>- (1.5)

Fiir diese Abschétzung wird nur benétigt, dafl u € W22(Q) ist. Diese Glattheit ist aber
nach einem Regularititssatz fiir Losungen der Aufgabe (1.1) gewihrleistet (siehe Satz
3.1). Ist zusiitzlich u € WH2(Q), so folgt aus den Eigenschaften des K-Funktionals



6 1. Einleitung

auch die Schranke (1.3), die damit in (1.5) enthalten ist. Es ist allerdings wiinschens-
wert, das K-Funktional durch eine konkretere Grofle zu ersetzen. In der Approximati-
onstheorie sind Stetigkeitsmoduln das iibliche Maf§ fiir die Glattheit von Funktionen,
und fiir eine Reihe von K-Funktionalen ist bekannt, dafl sie zu entsprechenden Ste-
tigkeitsmoduln dquivalent sind. In Erweiterung dieser bekannten Ergebnisse wird hier
fiir beschrankte Gebiete €2, die einen Lipschitz-Rand besitzen, gezeigt, dafi Konstanten
0 < ¢, C < oo existieren, so daf fiir alle 0 < § < 1 und u € W*P(Q) gilt (r € N,
s €Ny, 1 <p<oo):

cw®(0,u, LP(Q)) < K(a’“,u, (WP(Q), | - [sp0), (WTHP(Q), ] - Ir+s,p,n))
< Cw®(5,u, LP(Q)).

Dabei ist der (radiale) Stetigkeitsmodul definiert iiber

W, I(Q)) = 3 (6, D%, Q) = 3 sup 1AL D" pragen

— —s VIO
|al=s lal=s

wobei ATu(z) == "_ (=1)" (;)u(:c—l—ju) und Q(v) ={x € Q:a+tr € Q,0 <t < 1}.

=0
Diese im Anhang bewiesene Aquivalenz ist eine Erweiterung einer Aussage von Johnen
und Scherer aus [59], die den Fall s = 0 untersuchen. Beim Beweis werden weitere
K-Funktionale eingefiihrt, die ihrerseits als Konsequenz des Lemmas von Bramble und
Hilbert zu den hier angegebenen dquivalent sind.

Die Fehlerschranke (1.5) laBt sich mit dem Aquivalenzsatz umformulieren zu (r > 1)
| = unllr 2.0 < Cha?, (h, u, L*(9)). (1.6)

Wie iiblich erhdlt man daraus mit dem Nitsche-Trick auch eine Abschétzung in der
L?*-Norm (siche Satz 2.39):

|l = unll 2@y < CH*w (h,u, LX(Q)). (1.7)

Unter weiteren Voraussetzungen an das Ausgangsproblem (1.1), die zusétzliche Regu-
laritdt der Losungen sichern (vgl. Satz 3.25), erhdlt man mit dem Nitsche-Trick auch
Fehlerschranken in den negativen Normen

(u,v)r2()
[ul| —sp0:=sup ————,
0£veEW :2(1) [v]ls,2.0

die eine noch héhere Konvergenzordnung haben:

[ = wnll-s20 < Ch*2w, (h,u, LX(Q)). (1.8)

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit ist nun die Untersuchung der Giite der Fehlerschran-
ken (1.6)—(1.8) und damit die Rechtfertigung der Verwendung der Stetigkeitsmoduln.



Es gibt dazu zwei verschiedene Ansitze, die in Kapitel 4 diskutiert werden: Um-
kehrsidtze und Gegenbeispiele. Bei den Umkehrsétzen, die in [6, S.79] vorgeschlagen
werden, schlieft man aus dem Verhalten des Fehlers auf das des GlattheitsmafBes, hier
des Stetigkeitsmoduls. So ist z.B. (1.7) nicht verbesserbar in dem Sinne (0 < v < 1,
vgl. (4.24))

lu — unlr20) = O D) = W, (8,u, L3(2)) = O(5"T V). (1.9)

Allerdings sind zum Beweis dieser Aussage Einschrinkungen an die Familie der An-
satzfunktionenrdume erforderlich. Genauer miissen die Triangulierungen einer Mixing-
Bedingung geniigen (vgl. [24]). Dabei werden aber Familien von Triangulierungen aus-
geschlossen, die durch sukzessives Verfeinern bereits vorhandener Dreiecke aufgebaut
werden, so wie dies in vielen Algorithmen geschieht und fiir Konditionsverbesserun-
gen der bei der konkreten Anwendung der Methode auftretenden Steifigkeitsmatrizen
wichtig ist. Ohne zusétzliche Voraussetzungen sind Umkehraussagen wie (1.9) nicht
zu erwarten: Die Elemente der Ansatzfunktionenrdume sind i.a. nur einmal schwach
differenzierbar und damit wenig glatt. Die Losungen u liegen dagegen nach Regula-
ritéitssitzen oft schon in W22(Q) und sind damit glatter. Die Giite, mit der u durch
weniger reguldre Funktionen u;, approximiert werden kann, sagt daher wenig iiber eine
zusétzliche Glattheit von u aus. Demzufolge gewinnt der Ansatz des Schérfenachweises
iiber Gegenbeispiele an Bedeutung;:

Seien {Ry, : h > 0} eine Familie nicht-negativ-wertiger Fehlerfunktionale und {S;s :
0 > 0} eine Familie nicht-negativ-wertiger Glattheitsmafie (Funktionale) auf einem
(Banach-) Raum X. Weiter sei ¢ eine positive Funktion mit lims_o4 ¢(d) = 0, die die
Konvergenzordnung ausdriicken soll. Wir nennen eine Fehlerabschétzung Ryu < C'Spu
scharf im Sinne eines Gegenbeispiels beziiglich ¢ (vgl. [72, S.108]), falls ein
Gegenbeispiel u, € X existiert mit (6 — 0+, h — 0+)

S, = O(p(5)) (1.10)
Ri(u,) # ole(h)); (1.11)

mit anderen Worten, fiir dieses u, kann die Ordnung der Fehlerschranke nicht von
O(¢(h)) zu o(w(h)) verbessert werden. Falls Ssu, # 0, § > 0, gilt dann also
C > limsup Lnuy (120) clim sup Fnup 011
h—0+ RPhly h—o+ @(h)

Wir haben bereits darauf hingewiesen, daf§ die Abschédtzung (1.4) in Abhéngigkeit der
Losung u verbesserbar ist. Genauer liegt hier keine Schérfe im Sinne eines Gegenbei-
spiels beziiglich ¢(8) = 6*~!, v < r+1, vor, wenn wir die Daten X = Wy *(Q)NW*2(Q),
Ss = 0" - |lv2o und Ryu = ||u — upll120 wihlen. Wir kénnen dabei davon aus-
gehen, dafl jedes u € X Losung einer Aufgabe (1.1) mit geeigneter Inhomogenitét
f = fu.€ L*Q) ist (siche Lemma 4.13). Es ist also (siehe (3.83))

lim sup u = wnlls20 =0 VO0#ucW,?*(Q)nWw"Q), (1.12)

h—ot+ D7 ullb20
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dh. |Ju — upll120 = o(h*'). Andererseits gilt jedoch (vgl. Kapitel 4.2.2)

HU - UhH1,2,Q

lim sup sup > 0, (1.13)

h—0+ O#UEWSVZ(Q)OWV,2(Q) hv=1 Hqu/,2,Q

eine Aussage, die in [72, S.108] als Schirfe auf der Klasse bezeichnet wird. Damit
kann die Konvergenzordnung h”~! in (1.4) nicht unabhiingig von der konkreten Losung
u erhoht werden. Durch Auflésen des Limes-Superiors und des Supremums sieht man
sofort, daf8 (1.13) édquivalent ist mit der Existenz einer Folge (un)nen € Wy2(€2) N
W»2(Q), u, # 0, die die Bedingung

|t — (n ), 1,2,0
hz_lnunnu,lﬂ

>c>0 (1.14)

fiir eine Folge (hy,)nen mit lim,,_ h, = 0 erfiillt. Die Abschétzung (1.4) ist in diesem
Sinne asymptotisch scharf. Die Folge (u,),en kann aber wegen (1.12) nicht zu einer
Funktion kondensiert werden, da sonst die Schérfe im Sinne eines Gegenbeispiels folgen
wiirde.

Bei den Abschitzungen gegen die Stetigkeitsmoduln ist dies anders. Zur Angabe von
Gegenbeispielen werden dabei die quantitativen Erweiterungen des Prinzips der gleich-
méfBigen Beschranktheit von Dickmeis, Nessel und van Wickeren herangezogen. Die-
se ermoglichen es, aus einer iiber sogenannte Resonanzelemente geeignet formulierten
asymptotischen Schérfe unter Zusatzbedingungen tatséchlich ein Gegenbeispiel zu kon-
densieren. Die bei der Anwendung dieser Prinzipien erforderlichen Abschétzungen des
Fehlers nach unten gestalten sich bei den Schranken (1.6) und (1.7) relativ tibersichtlich,
da hier gegen geeignete Fehler der besten Approximation abgeschéitzt werden kann und
dann die auch bei den direkten Sétzen benutzte Technik des Referenzelements anwend-
bar ist. So existiert z.B. zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w (d.h. w € C]0, 00) mit
0=w(0) <w(d) <w(d + ) <w(d1) +w(da), 01,02 > 0; z.B. w(d) =6",0 < v < 1)
ein Gegenbeispiel u,, € W, (Q) N W22(Q) mit (§ — 0+, h — 0+)

w? (6, uy, L2(Q)) = Ow(5™Y)
2w — (wo)nllze@) # o(w(h™)),

so daf sich die Ordnung der Schranke (1.7) nicht verbessern 1afit (siehe Satz 4.15 bzw.
(4.66)). Damit ist die Schérfe im Sinne von Gegenbeispielen etabliert, wobei die Ord-
nungsfunktion p(8) = w(6"~ 1) gewihlt wird. Der Beweis dieser Aussage erfordert keine
zusétzlichen Bedingungen an die Triangulierungen und kann sogar auf Ansatzfunktio-
nenrdume zu nicht affin-dquivalenten Finiten Elementen {ibertragen werden. Fiir die
Fehlerschranke (1.8) in den negativen Normen lafit sich unter der zusétzlichen Voraus-
setzung der Symmetrie der Bilinearform a(-, ) die Schérfe tiber Gegenbeispiele zeigen,
indem bei der Abschidtzung nach unten der sogenannte ,pollution“-Effekt (vgl. [9,
S.141], siehe (4.73)) ausgenutzt wird.



Die Finite-Elemente-Theorie basiert auf Hilbert-Raum-Eigenschaften, so daf} sich zu-
néchst Fehlerschranken in Integralnormen anbieten. Man ist aber auch am punktweisen
Verhalten des Fehlers interessiert, und hier gibt es interessante Effekte. Sei C*(Q) der
mit [[ullsq = >0, <s [PUlc@) vl = suPseq [u(z)], normierte Raum der auf €
stetigen Funktionen u, fiir die alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung s gleichméaflig
stetig und beschrinkt auf 2 sind. Aufierdem seien C'(Q) := C°(Q) und Cy(Q) := {u €
C(Q) : ulpo = 0}. Um Fehlerschranken in der Supremum-Norm anzugeben, betrachten

wir die einfache Bilinearform
a(u,v) = / Vu(z)Vo(z)de,
9]

die sich aus dem Laplace-Operator A = D*0 4 DO02) ergibt, und formulieren das

schwache diskrete Problem (1.2) wie folgt um (vgl. [76]): Zuu € Cy(f) ist eine Funktion
up, € Vj, gesucht mit (vgl. (3.89))

a(up,v) = Z [—/Ku(x)Av(x)dij/ u(z)Vo(x)v(z)do(x) Voe V.

KeT, oK
(1.15)
Dabei sei v(x) die &uBere Normale, und [, do(z) bezeichne das Kurvenintegral iiber
0K . Die Umformulierung gestattet es, zu jedem stetigen u € Cy(£2) eine Losung uy,
zu berechnen — es muB nicht u € W, *(Q) gelten (vgl. (1.1)). Ist dies aber zusitzlich

erfiillt, so geht die rechte Seite von (1.15) vermoge partieller Integration iiber in a(u, v).

Fiir den Fehler u—uy, zur Aufgabe (1.15) gilt, falls der Grad des Ansatzfunktionenraums
r > 1 ist:

[ = unllo@) < Cwria(h,u, C(Q2)). (1.16)

Dabei ist der Supremum-Norm-Stetigkeitsmodul analog zum Modul in der L?-Norm
festgelegt:

wv(“S)((S’u’C(ﬁ)) = Z wT((Sv Dauu C(ﬁ)) = Z Sup ’|A£Dau||0(ﬁ(rlz))

— —s V<o
|al=s lal=s

Ist der Grad r jedoch 1, so kommt ein log-Faktor hinzu (vgl. [76]):

= wnlley < Cllog hlwn(hyu, C(Q). (1.17)

Wiihrend sich die Schranke (1.16) bei Schiirfeuntersuchungen in etwa wie der L2-Fehler
(1.7) verhélt, fillt der Fall stiickweise linearer Ansatzfunktionen, also r = 1, vollig
aus dem Rahmen. Fiir den log-Faktor kann bei der direkten Abschétzung die Singu-
laritét der Green-Funktion verantwortlich gemacht werden (siehe [82]). Dagegen wer-
den bei Schirfeuntersuchungen die Eigenschaften der diskreten Green-Funktion eines
verwandten Differenzenverfahrens herangezogen. So beweist Haverkamp in [52] eine
asymptotische Schérfe der Fehlerschranke. In [67, S.185ff] (vgl. auch [43]) wird darauf
aufbauend gezeigt, dal bei Verwendung einer einfachen Familie von Triangulierungen
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zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit lims_ oy w(d)/0 = oo ein Gegenbeispiel
u, € Co(Q) N CH(Q) existiert mit (§ — 0+, h — 0+)

WV (6,u,,C()) = O(w(s))
luw — (wdnlle@ # o(h|loghlw(h)).

Da fiir Funktionen aus C'(£2) die Abschétzung ws (8, u, C(Q)) < de§1>(5, u, C(Q)) gilt,
ist dies ein Beitrag zur Giite der Schranke (1.17). Allerdings folgt so nicht direkt, dafl
es auch einen Punkt z € Q gibt mit (h — 0+)

() = (uo)n ()| # o(h|log hlw(h)). (1.18)

Hier wird nun bewiesen, dafl zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w, der die Bedin-
gung lims oy w(d)/d = oo erfiillt, ein Gegenbeispiel u,, existiert, so da} (1.18) sogar
fiir jeden Punkt z einer in €2 dichten Teilmenge gilt. Der Beweis dieser Aussage basiert
ebenfalls auf Eigenschaften der diskreten Green-Funktion. Insbesondere wird benutzt,
daf sie nicht-positiv ist. Der Fehler verhélt sich also in sehr vielen Punkten schlechtest
moglich.

Im Vergleich zu Differenzenverfahren erkennt man andererseits, daf fiir relativ glatte
Losungen die Konvergenzordnung in gewissen Punkten durchaus gréfer ist, als dies z.B.
durch die globale Abschétzung (1.17) angezeigt wird (vgl. [62]). Solche Effekte werden
unter der Bezeichnung Superkonvergenz zusammengefaf3t. Es erscheint besonders reiz-
voll, Schérfeuntersuchungen bei Superkonvergenz-Fehlerschranken durchzufiihren, da
es hier gilt, einen sehr kleinen Fehler nach unten abzuschétzen. Dabei ist zu erwar-
ten, daf alle wichtigen Parameter der Differentialgleichung und ihrer Diskretisierung
beriicksichtigt werden miissen. Als eindimensionale Beispielsituation untersuchen wir
in Kapitel 5 eine Sturm-Liouville-Randwertaufgabe (vgl. [36], [45, S.43ff], [64], [94,
S.3]). Auf W,*(0,1) sei eine koerzive, beschrinkte Bilinearform

a(u,v) = /0 la(@)u (x)v' (z) + b(z)u(z)v(z)]dx

mit hinreichend glatten Koeffizientenfunktionen a(z) und b(x) gegeben. Betrachtet man
dafiir die Aufgaben (1.1) und (1.2), wobei die Ansatzfunktionen zu einer dquidistan-
ten Zerlegung des Intervalls (0, 1) gebildet sind, so lassen sich die folgenden globalen
Fehlerschranken zeigen:

Ch2w®, (h,u, L}0,1)) (r > 2)

C[h’ wﬁl)(h'v u, C[Ov 1]) + i HUHC[OJ}]
C[wr(’l)(ha U, C[O> 1]) + hrHuHC[O,l]]'

||U - Uh||L2(0,1)

|u — |0,

IA A IA

[l = tn|1,00,0,1)
Ist dagegen z ein Zerlegungspunkt, so gilt sogar (r > 2):

lu(z) — up(2)| < CH W, (h,u, L2(0,1)). (1.19)
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Im Inneren jedes Zerlegungsintervalls gibt es dariiber hinaus r — 1 Stellen, nédmlich die
sogenannten Lobatto-Punkte, fiir die gilt:

u(z) — up(x)] < Clhw'™, (h,u, C[0, 1)) + b2 ||ullcpo)- (1.20)

Auflerdem verhélt sich auch die Ableitung des Fehlers an den r Gauf-Punkten im
Inneren jedes Zerlegungsintervalls giinstiger:

' (2) — i (x)] < Clw (hyu, C[0,1]) + B+ |ullco.]. (1.21)

Unter Ausnutzung der Stabilitdt der Finite-Elemente-Methode folgt die Schérfe der
Schranke (1.19) mit einem quantitativen Resonanzprinzip. Dabei wird eine Fehlerdar-
stellung von Douglas und Dupont aufgegriffen, mit der in [36] ein Gegenbeispiel zum
abstrakten Stetigkeitsmodul w(d) = § explizit konstruiert wird. Zum Nachweis der
Schérfe der Schranken (1.20) und (1.21) wird der Fehler nach Legendre-Polynomen
entwickelt und dann ausgenutzt, dafl die Nullstellen aufeinanderfolgender Orthogonal-
polynome verschieden sind. So kann auch hier zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul
mit lims_o4 w(0)/d = oo ein Gegenbeispiel kondensiert werden.

Alle beschriebenen Fehlerschranken betreffen Randwertprobleme. Aber auch in Verbin-
dung mit parabolischen Anfangs-Randwertaufgaben werden Finite-Elemente-Verfahren
eingesetzt. Hier wiirden genaue Betrachtungen den Rahmen dieser Arbeit sprengen, so
daBl im Anhang B nur einige Aspekte im Zusammenhang mit der bei Differenzenver-
fahren entwickelten Theorie zur Schérfeuntersuchung (vgl. [42, 44]) dargestellt werden.

Um die notwendige Terminologie bereitzustellen, werden in Kapitel 2.1.3 Sobolev-
Réaume eingefiihrt, und Kapitel 3 beginnt mit einer ausfiihrlichen Einfithrung in die
Finite-Elemente-Methode.



Kapitel 2
Grundlagen

Neben einer kurzen Darstellung der benotigten Funktionenrdume soll dieses Kapitel
zum einen die verwendeten Hilfsmittel und Ideen aus der Approximationstheorie dar-
stellen und zum anderen die funktionalanalytischen Grundlagen der Finite-Elemente-
Methode zusammenfassen.

2.1 Funktionenriaume

Der Fehler bei der Finite-Elemente-Approximation wird in Kapitel 3 in einer Reihe ver-
schiedener Normen gemessen. Dazu geben wir zunéchst die Definitionen der benétigten
Funktionenrdume wieder.

2.1.1 Stetige und differenzierbare Funktionen

Fiir eine kurze Notation partieller Ableitungen verwenden wir die {ibliche Multiindex-

Schreibweise. Dabei heifit v = (v, . .., auy,) € N ein Multiindex, die Ordnung von « ist

af ==Y oy Fiir 2 € R™ sei 2 = [[/_, 257, und wir benutzen die Bezeichnungen

(g) = H;”:l (gf) sowie a < B, falls a; < 3,1 < j <m,und a < f, falls « < 3
J

und «; < B; fiir mindestens ein 1 < j < m. Daneben werden die Einheitsvektoren
e; =(0,...,0,1,0,...,0) € Ni" benétigt, deren j-te Komponente 1 ist. Fiir die partielle
Ableitung einer Funktion f im Punkt z zum Multiindex « schreiben wir

|atf
DF () = [ (a) = 9 f(x).

Seien jetzt 2 C R™ eine offene, aber nicht notwendig beschréinkte Menge und s €
Np. Ohne weiter darauf hinzuweisen, verlangen wir im folgenden stets 2 # (). Wir
verwenden die Bezeichnungen

C*(Q) = {f:Q—R:D"f existiert fiir jedes |a|] < s und ist stetig auf Q},

12
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o) = CQ),
C=(Q) = ﬂcﬁ(m,

C*(Q) = {f:Q—R: fist stetig auf Q, f € C*(Q) und
D f ist fiir jedes |a| < s beschrinkt und gleichméfig stetig auf Q},
@) = @)
Co() = {feC): f(x)=0 Vzeco},
(Q) = {feCc*(Q):TrfcCQ, Trf ist kompakt},

C() = ()Gl

Iflle@ = sup{lf(2)]:2z € Q} =sup{|f(z)|: z € Q}, feCQ),
1flea = D |flag [ € C(Q), wobei

|o|<s
|f|a,§ = ||Daf||0(§)a
|f|s,ﬁ = Z |f|a,§'
|a|=s

Man beachte bei der Definition von C*(£2), daB eine auf €2 gleichméfig stetige Funktion
f eine eindeutige stetige Fortsetzung auf die AbschlieBung Q besitzt (vgl. [1, S.9]).
Damit wird das Problem umgangen, daf§ die Ableitungen zunéchst nur auf der offenen
Menge Q definiert sind. Die Riume beziiglich  sind so gewihlt, daf8 sie unter der
entsprechenden Norm zu einem linearen, normierten Raum werden, insbesondere sind

(C*(Q), ]| |ls.q) und (Co(Q)NC*(Q), ||- ||, q) Banach-Réume. Héufig bendtigt man mehr
als Stetigkeit, aber weniger als Differenzierbarkeit:

Definition 2.1 (siehe [2, S5.24]) Eine Funktion f € C(Q) heifst Holder-stetig auf
zum Parameter 0 < v € R, falls eine Konstante C = Cy existiert mit

If(z) — f(y)| < Clz —y|* Va,yeQ.

Ist v =1, so heifit f Lipschitz-stetig auf 2.

Wir verwenden die Definition entsprechend fiir Funktionen aus C'(€2).

Polynome sind ein wichtiger Spezialfall stetiger Funktionen. In mehreren Dimensionen
gibt es verschiedene Moglichkeiten, den Polynomgrad zu definieren. Im wesentlichen
benutzen wir die beiden folgenden Definitionen (r € Ny):

P, = {feCR™): f(x) = > Cuzx®, Cy € R},
|| <
Pro= {feCR™): f(z)= 3 Caz® C,e€R}. (2.1)
aeNg®
a;<r,1<j<m
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Bei P, wird der Grad also iiber die Ordnung der Multiindizes angegeben, wéhrend
P gerade die Menge der Funktionen beschreibt, die in jeder Variablen Polynome vom
Grad r sind. Es gilt also

P, CP" C P

Spater fithren wir in (2.14) noch weitere Polynomriume ein.

2.1.2 Geometrische Eigenschaften

Natiirlich hat die geometrische Struktur einer Definitionsmenge {2 C R™ einen grofien
Einfluf3 fiir die auf €2 definierten Funktionenrdume. Daher fahren wir mit einigen Defi-
nitionen zur Klassifizierung offener Mengen fort.

Definition 2.2 (vgl. [1, S.65], siehe [59, S.122]) Fine Menge

cone(n, 7y, p) == {O #*xeR™: % > cos7, |z| < ,0} ,
x

wobei n € R™ mit |n| =1, p, v € R mit p > 0 und cosy > 0, heifit ein Kegel mit
Scheitel 0. Dabei bezeichnet x - n das tbliche Skalarprodukt der Vektoren x und n im
R™. Entsprechend nennen wir fir x € R™ die Menge x + cone(n,, p) einen Kegel mit
Scheitel x.

Definition 2.3

a) (vgl. [1, S.66]) Eine offene Menge Q2 C R™ erfillt die Kegelbedingung, falls
ein Kegel K existiert, so daf$ jeder Punkt x € € Scheitel eines zu K kongruenten
Kegels ist, der ganz in Q) liegt.

b) (vgl. [2, 5.182]) Fine beschrinkte, offene Menge 2 C R™ hat einen Lipschitz-
Rand, falls zu jedem x € 0 eine offene Umgebung U(x) existiert, so daf 92N
U(x) Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion ist und QOU (x) nur auf einer Seite
dieses Graphen liegt.

Fiir die Definition eines Lipschitz-Randes fiir unbeschrinkte Mengen verweisen wir
z.B. auf [9, S.31]. Aus der Kegelbedingung folgt i.a. nicht, dafl Q einen Lipschitz-Rand
besitzt. Hat aber umgekehrt eine beschriankte, offene Menge 2 einen Lipschitz-Rand, so
ist die Kegelbedingung erfiillt (vgl. [1, S.67]). Ist z.B. Q C R? ein beschriinktes, konvexes
Gebiet, dann 148t sich 0€ stiickweise durch konkave Funktionen parametrisieren, so daf
ein Lipschitz-Rand vorliegt (vgl. [95, I, S.303]). Dabei heifit eine Menge Gebiet, falls
sie offen und zusammenhéngend ist.

Q Das links abgebildete Gebiet €2 erfiillt zwar die Kegelbedingung, hat aber
—\ keinen Lipschitz-Rand, da zur markierten Stelle keine Umgebung existiert,
so daf} in ihr 02 Graph einer Funktion ist.
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Im Umgang mit den Stetigkeitsmoduln, die wir spater als Glattheitsmafle benutzen,
erweist sich eine weitere, zundchst technisch anmutende Bedingung als niitzlich:

Definition 2.4 (sieche [59]) Eine offene Menge Q C R™ heifit Lipschitz-Graph-
Gebiet (LG-Gebiet bzw. hat minimal glatte Rénder), falls eine endliche Fa-
milie offener Mengen {Q; : 1 < j < n} und eine zugehirige Familie von Kegeln
cone(n;, v;, pj) sowie ein k > 0 existieren, so daf$ (S(k,z) ={y € R™: |z —y| < k})

a) 0 C Uj_{r € Q;: S(k,z) C Qj};
b) (Q] ﬂQ) +C0ne(77j>7japj) C Q7 1 S] <n.

Trotz der Bezeichnung als Gebiet verlangen wir nicht, dafl ein LG-Gebiet zusam-
menhéngend ist.

In [86] werden dquivalente Formulierungen der LG-Bedingung untersucht. Insbesondere
entspricht sie der strengen lokalen Lipschitz-Bedingung aus [1, S.66], die fiir beschrénk-
tes © damit dquivalent ist, dal © einen Lipschitz-Rand besitzt (siehe [1, S.67)):

) beschrankt
<

Kegelbedingung z Lipschitz-Rand LG-Gebiet.

Fiir den spéteren Umgang mit A-Moduln formulieren wir noch eine weitere Bedingung,
die aber nur rein technische Bedeutung hat:

Definition 2.5 Ein LG-Gebiet Q C R™ hat die Rechteck-Eigenschaft, falls Q als
endliche Vereinigung von Rechtecken (vgl. Definition 3.6) K = H;nzl[aj, b;] darstellbar
und koordinatenweise konvex ist, d.h., mit x,v+te; € Q ist auch x+Ce; € Q,0 < ¢ <,
I<j<m.

2.1.3 Sobolev-Riaume

Die Finite-Elemente-Methode ist im wesentlichen Hilbert-Raum-Theorie, wobei der
Hilbert-Raum, durch die Aufgabenstellung bedingt, ein Sobolev-Raum ist. Sobolev-
Réume sind Verallgemeinerungen der Lebesgue-Riume LP(£2), um Ableitungen zu be-
riicksichtigen. Fiir meibares 2 C R™ ist dabei LP(Q) := {f : @ - RU{—o00,00} : f ist
meBbar und || f||r() < oo} mit der Norm || f|| o) == [ [, | (2)[Pdz] Y fir 1 < p < oo
Ist p = 00, so wird mit || - ||z () das wesentliche Supremum auf Q bezeichnet. L?(£2)
ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (f,g)r2q) = fQ x)dz. Im folgenden
sei wieder 2 C R™ (m € N) offen. Die Sobolev-Raume bas1eren auf dem Begrift der
schwachen Ableitung. Dazu sei Li () die Menge der mefibaren Funktionen f : Q — R,
fiir die gilt: f € L'(K) fiir jede kompakte Menge K C €.

Definition 2.6 Seien f € L}, .(Q), o € Ni*. Fulls es ein g € L}, () gibt mit

/Qg<><dx— '“/f dr Ve eCR©),
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so heifst g die schwache (distributionentheoretische) Ableitung der Ordnung
a von f. Wir fihren keine neue Bezeichnung ein, sondern schreiben auch hier: g =
Def = f.

Die Notation ist sinnvoll: Ist f € Cl*/(Q), so stimmt ¢ mit der klassischen a-ten parti-
ellen Ableitung von f iiberein (vgl. [1, S.20]), d.h., die Begriffe sind vertréglich. Durch
f wird eine Distribution (stetiges Funktional) iiber Cg5(£2) erzeugt. Die a-te distribu-
tionentheoretische Ableitung dieser Distribution wird dann (reguldr) von g erzeugt.

Definition 2.7 Seien s € Ny, 1 < p < oo. Die Rdaume

W*P(Q) = {feLP(Q):D*f € LP(Q) ezistiert fiir jedes |a| < s
im Sinne von Definition 2.6},

WEP(Q) = Cos()) 1™ (Abschlicfung von CSS(SY) in WHP(Q)),
versehen mit der iber die Halbnormen (0 < j <s)

1
(St 1D Uy ) i 1< p < 00

Dalei 1D flle@  fiir p= o0

|f|j,p,Q =

definierten Norm

1
(Zogjgs ‘f|§,p,9) "o firl<p<oo

ZOS]’SS |f‘j,oo,9 fiir p = o0,

[fllspe = (2.2)

heifien Sobolev-Raume. Weiter benutzen wir die Schreibweise (o € Nj*)
[flape = 1D%flrr@)-

Es sind durchaus auch geringfiigig andere Definitionen der Sobolev-(Halb-)Normen
iiblich, die aber mit der hier benutzten dquivalent sind. So existiert z.B. ein ¢ > 0, so
daB fir 1 < p < oo gilt:

Y ND fllery < |flipa < D IDf ooy (2.3)

|al=j |lal=j

Da der Vektor (|[D*f||Lr@))aj=; Element eines endlich-dimensionalen Raums ist und
auf diesem alle Normen &dquivalent sind, folgt die erste Ungleichung. Die zweite folgt
aus der Jensen-Ungleichung.

Zur Abgrenzung der Sobolev-co-Normen || - ||s.00.0 gegen die C*(€2)-Normen haben wir
letztgenannte ohne den Index oo als || - ||, eingefiihrt. Wir werden zur Abkiirzung
auch Sobolev-Réume iiber nicht-offene Mengen notieren, verstehen darunter aber den
Sobolev-Raum iiber das Innere der Menge. Aus den Definitionen 2.6 und 2.7 folgt
sofort, dafl zu f € W*P(Q) und |a| < s die Funktion Df zu W*~12l?(Q) gehort.
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Lemma 2.8 (siehe [1, S.45,47,54,52,159]) Seien s € Ny, 1 < p < 0.

a) Die Riume W*P(Q) sind Banach-Rdume. Insbesondere gilt dies auch fiir WP (€2)
als abgeschlossene lineare Mannigfaltigkeit und fiir die Riume WP (Q)NWIP(Q),
J>s.

b) Die Riume W5(Q) und WJ*(Q) sind Hilbert-Riume mit dem Skalarprodukt

(f,9)s20 = Z (D*f, D*g) 20,

laf<s
die damit stetig im Hilbert-Raum L*(QY) eingebettet sind.

c) (Satz von Meyers und Serrin) Fir 1 < p < oo ist

Wer(Q) = {F € C3(0) : [fllaper < 00} ", (2.4)

d.h., die s-mal stetig differenzierbaren Funktionen liegen dicht in W*P(Q). Ist
dariber hinaus Q ein LG-Gebiet, so ist {f|q : f € C55(R™)} dicht in W*P().

d) (Poincaré-Ungleichung) Sei Q) beschrdinkt und p < co. Dann ezistiert eine Kon-
stante C', so daf

|f|s7p79 < ||f||s7p79 < C|f|87p79 Vf € Wos’p(Q)-

Mit der wichtigen Aussage (2.4) und der Vertriglichkeit der Ableitungsbegriffe folgt
z.B. unmittelbar aus den Rechenregeln fiir klassische Ableitungen, daf fiir f € C*(Q)
und g € W#*P(Q), 1 < p < oo, auch das Produkt fg in W*P(Q) enthalten ist mit
(la] <)
D(fg)=> (“) DPfD* Py
BLa b

Dariiber hinaus 148t sich unter geeigneten Voraussetzungen an 2 und s sogar zeigen,
dal W#P(Q) eine kommutative Banach-Algebra ist (siehe [1, S.115]). Beim Beweis
einiger Fehlerschranken wird Lagrange-Interpolation benutzt. Dazu miissen die Funk-
tionen punktweise erklirt sein. Unter anderem dafiir wird der folgende wichtige Satz
eingesetzt:

Satz 2.9 (Sobolev-Einbettungssatz, siehe z.B. [1, S.97ff]) Seien Q ein LG-Gebiet (De-
finition 2.4), 1 <p < oo und s € N, so daff sp > m. Dann ist

WP (Q) Cy C(Q).

Falls sp > m, stimmt also jede Funktion f aus W*P(Q) fast iiberall mit einer auf Q
stetigen Funktion iiberein. Wir werden in diesem Fall zur Vereinfachung der Notation f
mit der stetigen Funktion identifizieren. Unter den obigen Voraussetzungen folgt sogar
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eine Holder-Stetigkeit von f € W*P(Q) (vgl. Definition 2.1). Wir werden aber diese
zusétzliche Regularitit nicht benotigen.

Zum Beweis spéterer direkter Fehlerabschétzungen (Bramble-Hilbert-Lemma) erweist
sich der folgende Einbettungssatz als sehr niitzlich.

Satz 2.10 (Rellich-Kondrachov-FEinbettungssatz, siehe [1, S.144]) Die beschrankte, of-
fene Menge Q@ C R™ erfiille die Kegelbedingung. Dann ist die Einbettung (1 < p < oo,
S € No)

WSHLP(Q) € WHP(Q)

kompakt, d.h., jede beziiglich W*t1P(Q) beschrinkte Folge besitzt eine beziiglich W*P(Q)
konvergente Teilfolge.

Die Formulierung des Satzes ist etwas anders als in [1, S.144]. Um die Aussagen zu
identifizieren, wiahle man dort konkret 2y := Q,m = 1,k = n und ¢ = p. Damit folgt
Satz 2.10 aus den dortigen Ergebnissen (3), (4) und (6).

Wir mochten Differentialgleichungen untersuchen, die als Randwertaufgaben gestellt
sind. Dazu miissen wir aber iiber die Funktionswerte auf 02 verfiigen. Dies erscheint
zunichst schwierig, da dabei 02 das Lebesgue-Mafl 0 hat. Besitzt die beschriankte,
offene Menge 2 C R™ einen Lipschitz-Rand, so gibt es aber fiir 1 < p < oo einen
eindeutigen linearen, beschréinkten Spur-Operator B, : W'P(Q) — LP(9Q), der die
Bedingung
Byf = flao fiir f € WHP(Q) N C(Q)

erfiillt (siehe [2, S.190]). Wir verzichten auf eine genaue Definition der Rdume LP(0)
und verweisen auf [2, S.187]. Wichtig ist, dafi dabei 99 als eine Teilmenge des R™~!

aufgefafit wird (mit einer geeigneten Interpretation fiir m = 1, vgl. (2.8)). Der Spur-
Operator erméglicht eine Charakterisierung der Réume W, (€):

Lemma 2.11 (siche [2, S.196]) Die beschrinkte, offene Menge Q@ C R™ habe einen
Lipschitz-Rand (Definition 2.3b)). Dann gilt fir 1 < p < oo:

Wa?(Q) = {f € W'(Q) : B,f = 0}, (2.5)

Ist 2 beschriinkt, so ist C*(Q) € WP(Q). Hat dariiber hinaus © einen Lipschitz-Rand,
so folgt mit dem Lemma: Co(Q) N CY(Q) € W, P(Q). Mit dem Spur-Operator 1i8t sich
auch der Satz von Gauf fiir Sobolev-Raume formulieren:

Satz 2.12 (Satz von Gauf, siche z.B. [2, 5.193]) Die beschrinkte, offene Menge 2 C
R™ habe einen Lipschitz-Rand, und seien f € WP(Q), g € WH(Q), 1 < p < oo,
1/p+1/qg=1. Im Fall p = 0o oder ¢ = oo sei jedoch W4°(Q) durch C'(Q) ersetzt.
Dann gilt fir o € NJ* mit |a] = 1:

/Q f(2)DPg()dr = — / o(2)D* f(2)da + / B, f(2)Byg(x) (- v(x))do(x), (26)

o0
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wobei v(x) die dufere Normale von 9Q und [, do(x) das Randintegral bezeichnet (vgl.
[2, 5.188]). Ist f € Wy (Q) oder g € W, 9(Q), so gilt

/ F(x)D%( /Q g(2) D f(2)dz. (2.7)

Alle bislang gesammelten Ergebnisse sind natiirlich auch im Spezialfall m = 1 giiltig,
insbesondere beschreibt der Satz von Gaufl dann eine partielle Integration. Hier gibt
es aber zusétzlich eine handliche Darstellung der Sobolev-Raume als Mengen absolut
stetiger Funktionen: Seien [a,b] C R, s € Nund 1 < p < oo, dann ist (vgl. [27, S.37])

WeP(a,b) = {f e LP(a,b): f=gfi und

01+/ C2+/ C+/ T w(t)dt, b (2.8)

fiir ein w € LP(a,b) und Konstanten (1, ...,Cs € R}.
Damit 148t sich jede Funktion f € W*?(a,b) als Element von C*~![a, b] auffassen (vgl.
Satz 2.9), wobei f*~1) punktweise f.ii. differenzierbar ist.

Bisher haben wir nur die klassischen Sobolev-Raume W#P(2) mit ganzzahliger Ord-
nung s betrachtet. Wir benétigen die Rdume aber auch fiir nicht-ganzzahlige und ne-
gative Ordnungen.

Definition 2.13 (siehe [9, S.277]) Seien s € Ny, 1 < p < 0o und 0 < © < 1. Die
beschrdnkte, offene Menge £ C R™ habe einen Lipschitz-Rand. Dann setzen wir

I
(a (o)
lsops = Wipat 3 [ [0 g 0

lal=

Die Werte © € {0,1} sind hier ausgeschlossen. In diesen Fallen bezichen wir uns auf
die Definition 2.7. Die fraktionierten Sobolev-Riume W**9?(Q) sind ebenfalls
Banach-Raume. Diese und weitere Eigenschaften folgen z.B. aus ihrer Charakterisie-
rung als Interpolationsraume, die wir in Kapitel 2.3, Satz 2.27, aufgreifen.

Sobolev-Réume zu negativen Ordnungen sind die Dualrdume der Sobolev-Réume po-
sitiver Ordnungen (siehe [9, S.39], vgl. [1, SA47t]): Zuv >0, v € R, sei (1/p+1/¢=1)

WrP(Q) i= (WH(Q))*.

Uns interessiert nur der Fall p = 2: L*(Q) ist stetig in W™"2(Q) eingebettet vermoge
der Abbildung f € L*(Q) — (f,)120) € W*(2), denn

(fag)LZQ
vz = I )@llovea:=  sup = (2.10)
0#£geW2(Q) ||g||u,279
1 fllz2 9]l 2@ (2:2),(29)
< sup ©® || ||L2
0#£geW2(Q) ||9||u,27

Wir haben damit auf L?(Q) die negative Norm || - ||_, 2o zur Verfiigung.
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2.2 Stetigkeitsmoduln und K-Funktionale

Fiir die in Kapitel 3 angestrebten Fehlerabschédtzungen werden Glattheitsmafie beno-
tigt, die die Regularitdt der Losung geeignet wiedergeben. Dies sind die aus der Ap-
proximationstheorie bekannten Stetigkeitsmoduln und K-Funktionale. Im Hinblick auf
die spéatere Verwendung geben wir insbesondere Versionen dieser Strukturfunktionale
fiir Funktionen mit Ableitungen an.

Sei D C R™ und f : D — R eine Funktion, so dafl die im folgenden auftretenden
Argumente von f in D liegen. Weiter seien o € Nj*, v € R™, r € Ny und ¢t € R. Zur
Definition der Stetigkeitsmoduln benétigen wir die radiale Differenz

r I .
aufte)i= -1 (1) st v (211
=0
(damit ist A7 f = AT7TALf = ALAT™! f) sowie die gemischte Differenz
AGf(x) = AL A, - A, f (),

wobei wir zur Abkiirzung noch die Schreibweise
Aff(x) = Afgm o f(x) = Als 0 f (@)
benutzen. Mit dem Mittelwertsatz 148t sich zeigen, daff (vgl. (2.1))
A fa)=0 YfeP, Af'f(z)=0 VfeP,1<j<m (2.12)

Allerdings gilt nicht generell AT f = 0 fiir f € P, z.B. ist fiir f(z) = z,22 € P}(R?)
und ¢ # 0O:

Al f(x) = (21 +2t) (g + 2t) — 2(2y + ) (w2 + 1) + 2129 = 26° # 0. (2.13)
Wir definieren zur offenen Menge 2 C R™ die Mengen
Q) = {zeQ:z+tre, 0<t <1},
Q] = {zeQ:x+ (v, ... torm) €Q,0<¢;, <1,1<j5<m},

die dazu dienen, daf} die in den folgenden Definitionen verwendeten Differenzen wohlde-
finiert sind. Der radiale Modul der Ordnung r einer Funktion f € LP(£2), 1 < p < oo,
bzw. f € C(Q) ist definiert als

wr(0, f, LP(2)) = sup{||A} fllzrwvy) : V] < 0},

wr(6, /,C() = sup{llA) fllo@eny * Iv] < 6}

Analog fithren wir gemischte Moduln ein:

Wa (6, f, LP(2)) = sup{||AJ fllzr@ltcri,amrvm)) * 111 <650 U] <6},
wa(6, £,C(0) = sup{ll AT flle@iarm,. ampmy © V11 < 0oy |vm] < 0}

-----
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(0, £, 1) = D @ald, £ 1), @6, £,C(Q) = @al6, f,C(Q)).
laf=r ja|=r

Damit definieren wir die folgenden Moduln mit Ableitungen: Fiir s € Ny und f €

WeP(Q), 1 <p < oo, baw. f € C*(Q) sei

W (0, £, LP(Q) =D w, (6, D, 1(Q)), (6, f,C(Q) =D w,(6,Df,C(Q)),

|Bl=s |B|=s
w6, £, LP(Q)) ==Y @ (6, D7 f, LP(Q)), @S, f,C(Q)):= > @, (5, D, C(Q)).
|Bl=s |8|=s

Der Modul @,.(9, f, L*(£2)) ist Spezialfall eines A-Moduls. Diese partiellen Moduln wer-
den in dieser Arbeit nur indirekt benutzt. Dennoch miissen wir etwas Terminologie
betreiben:

Definition 2.14 (siehe [24]) Sei A C NJ', A # 0 und beschrankt. Gilt zusdtzlich fir
alle a, f € NI, daf$ aus o € A und § < « auch § € A folgt, so heifit A vollstandig
bzw. vollstandiger A-Bereich. Dann definieren wir

O\ :={a e N': a & A, aber falls § < a, folgt B € A}.
Schlieflich setzen wir noch
|A] := max{|a| : a € OA}.
Beispiele vollstéandiger A-Bereiche fiir m = 2:

A= A{G):ije{on2} [t A= {(5) g €{0.1,2}} ¢ o o
\{(2,2)} °° oA = {(0,3),(3,0)} -

oA = {(07 3)> (370)7 (27 2)}

Nach Definition 2.14 muf in OA eine Menge der Form {(r1,0,0,...),(0,72,0,...),...}
enthalten sein. Fiir vollstdndiges A C N ist der gemischte A-Modul w, definiert
durch

wa(0, £, LP()) = > @al6, f, LP(Q))
a€dA

(und entsprechend fiir C'(£2)). AuBlerdem bendtigen wir spéter zusétzlich zu P, und P”
(vgl. (2.1)) die folgenden Mengen von Polynomen:

Pri={gePA.D% =0 VaecdAl (2.14)

Dabei sind P, und P" Spezialfille dieser Definition fiir A = {a € Nj" : || < r} und
A={aeNj:a; <r, 1<j<m}

Wir wenden uns nun den Eigenschaften der Stetigkeitsmoduln zu.
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Definition 2.15 Sei X ein linearer, normierter Raum. Mit X~ bezeichnen wir den
zugehorigen Raum der sublinearen, beschrinkten, nicht-negativ-wertigen Funktionale
tiber X. Dabei heifit ein Funktional I : X — R sublinear, falls

\F(f+g)| < |[Ffl+]|Fg| VfgeX (subadditiv)

|F(vf)] = [V||Ff] VfeX, veR (absolut homogen),

es ist nicht-negativ-wertig, falls F'f > 0 fir alle f € X, und es ist beschrankt,
falls
|1 F[[x~ :=sup{|F'f[: f € X, [|[fllx =1} < cc.

Die Stetigkeitsmoduln sind sublineare, beschréankte, nicht-negativ-wertige Funktiona-
le. Diese und weitere wichtige Eigenschaften werden speziell fiir die radialen Moduln
im folgenden Lemma zusammengefaf3t. Entsprechende Aussagen gelten auch unter ge-
eigneten Voraussetzungen fiir die A-Moduln. Wir beschrinken uns auflerdem auf den
LP-Fall, 1 < p < oo, da sich fiir die Moduln beziiglich der Supremum-Norm keine
wesentlichen Unterschiede ergeben.

Lemma 2.16 Gegeben seien die offene Menge Q C R™ sowie f € WP(Q), 1 <p <
00, s € Ng, r € N und d > 0.

a) W' (0, f, LP(Q2)) ist ein sublineares, beschrinktes, nicht-negativ-wertiges Funktio-
nal auf W*P(Q), und es gilt (C unabhdingig von 6 und f):

wﬁs)(a’ f7 LP(Q)) S C|f|s,p,Q~

b) w(né, £, LP(Q)) < n'w! (6, f, LP(Q)) fir n € N.
¢) WS, f, LP(Q)) < (1 4+ \)w?(6, £, IP(Q)) fiir A € R, A > 0.
d) W (6, £, L7(Q)) < 2w (5, £, LP(Q) fiir 0 < j <r.

e) Ist zusdtzlich f € WTP(Q) fir ein 1 < j < r, so ezistiert eine von & und f
unabhdngige Konstante C, so daf

WO, £, IP(Q)) < CHFW (6, £, LP()).

Insbesondere gilt fir f € WTTP(Q):

(‘U?(“S) (57 f7 LP(Q)) S C(Sr|f‘r+s,p,9'

f) Fiir 0 < 6, < 6y gzlt

w01, £, L) e (82, £, LM ()
o - %
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g) Sei Q zusdtzlich ein LG-Gebiet. Zu 1 < j < r ezistiert eine Konstante C =
C(r,Q), so daf fir 0 <6 <1 die folgende Marchaud-Ungleichung gilt:

1
w6, f.LP(Q) < C (53’ |flspo+ 0 / 1w, f, L”(m)dt) :
6

h) Seien Q ein LG-Gebiet und s < r. Dann existiert eine von § und f unabhingige
Konstante C, so dafs

WO (5, £, IP(Q) < C / ’ 15w, (8, f, LP(Q))dt. (2.15)
0

Beweis Fiir s = 0 findet man den Beweis in [59]. Der Ubergang zu allgemeinem s € N
ist aber trivial. [

Im Umgang mit Stetigkeitsmoduln sind K-Funktionale ein wichtiges Hilfsmittel. Statt
direkt gegen Stetigkeitsmoduln abzuschétzen, werden wir spéter vielfach zunéchst iber
das K-Funktional formulierte Fehlerschranken herleiten. Dies ist wegen der aus der Nu-
merischen Analysis bekannten Jackson-Ungleichungen besonders einfach. Ein Aquiva-
lenzsatz zwischen K-Funktional und Stetigkeitsmodul fithrt dann auf die gewiinschten
Stetigkeitsmoduln.

Definition 2.17 Sei X ein linearer Raum mit Norm (oder Halbnorm) || - ||x und
U C X ein Teilraum, versehen mit der Halbnorm |- |y. Dann definieren wir fir f € X
und 6 > 0 das K-Funktional vermdge

K(éa faXa U) = K(éa f> (X’ || ’ ||X)> (U> | ’ |U)) = ;25 (H.f _gHX +6|g|U)

Ist eine Jackson-Typ-Ungleichung bekannt, erhélt man wie bereits angekiindigt so-
fort auch eine Abschitzung gegen das K-Funktional (vgl. [19], Bezeichnungen wie in
Definition 2.17): Erfiillt die Familie {75 : 6 > 0} C X" eine Stabilitdtsungleichung
| Ts||x~ < Cy fiir alle § > 0 und die Jackson-Typ-Ungleichung

Tsg < Cydlgly VgeU d>0,
so folgt fiir f € X und jedes g € U
Tsf <T5(f —g) +Ts5g < Ci|| f — gllx + Tsg < max{Cy, Co}[|| f — gllx + 0lglu],
so daB der Ubergang zum Infimum beziiglich ¢ € U liefert:
Tsf <max{Cy, Co} K (0, f, X, U) VfieX,0>0. (2.16)

Bevor wir zu den Beziehungen zwischen K-Funktional und Stetigkeitsmodul kommen,
geben wir zunéchst einige elementare Eigenschaften an.
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Lemma 2.18 Sei X ein linearer, normierter Raum und || - || eine weitere Norm auf
X mit || fllx < ||fllx fiir alle f € X. Weiter sei U C X ein Teilraum, versehen mit
einer Norm || - ||v und einer Halbnorm | - |y.

a) Fir f € X und g € U gilt:
K@, f£,X,U) <|fllx, K(0,9,X,U) < d|glu- (2.17)

Insbesondere ist das K-Funktional ein sublineares, beschrdinktes, nicht-negativ-
wertiges Funktional, also K(6,-,X,U) € X~.

b) Falls eine Konstante C existiert, so dafs
lgllo < Clllgllx +lglv] Vg €U,
dann gilt fir 0 <9 < 1:

K0, f, (X, - ), U - o) < (C+ DK, [, X, U) + GOl fllx - (2.18)

Beweis a) ist trivial, zu b): Sei g € U beliebig. Dann ist

K@ (XD, @ - o)) < 1 = gllx +6llgllo
< \f —gllx + Colllgllx + lglv]
< Wf = gllx + COlllf —glix + 115 + lglo]
<l

[(C+D)f —gllx + Cdlglu] + C|l fl 5

Jetzt zum bereits angekiindigten fundamentalen Aquivalenzsatz, der eine Verallgemei-
nerung des Satzes von Johnen und Scherer [59] ist und dessen Beweis wegen seiner
Léange im Anhang gefiihrt wird.

Satz 2.19 Die beschrdnkte, offene Menge 2 C R™ habe einen Lipschitz-Rand, d.h., )
ist ein LG-Gebiet (vgl. Kapitel 2.1.2). Weiter seienr € N und s € Ng. Dann existieren
Konstanten 0 < ¢,C' < o0, so daf$ fiir 0 <6 <1 gilt:

cw®(8, f, LP(Q) < KO, f,(W(Q), ] [spg), WT2(Q), |- lrsspe))
< K" f,(WP(Q), [ [lspg), (WTP(Q), | - [r4sp.0))
< Cw®(6, f,LP(Q) YVfeWP(Q), 1<p< oo,
cw® (6, £,C(Q)) < K& £, (C°Q), | |oa), (C*(Q), | |,100)
< K@ £,(CQ), |- ls0), (C™(Q), ] - [,150))
< Cw¥(6,£,C(Q) Yfel(Q).

Dabei sind die Konstanten ¢ und C von f und 6 unabhdingig.
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Wir diskutieren in den folgenden Kapiteln Randwertprobleme. Die daraus resultie-
renden Fehlerfunktionale sind nur fiir Funktionen definiert, die der Randbedingung
geniigen. Schéitzt man in diesem Zusammenhang direkt gegen ein K-Funktional ab
(vgl. (2.16)), so bréuchte man z.B. einen Aquivalenzsatz fiir das K-Funktional K (4, f,
Wy (Q), ] l2.q), (W (Q)NW12(Q), |-|,41.2.0)). Die beim Beweis von Satz 2.19 ver-
wendete Technik des Gléattens mit Steklov-Mitteln vertrégt sich jedoch nicht mit den
Randbedingungen des Raums W, ?(Q) (vgl. (2.5)). Die auftretenden Probleme wer-
den in [67, S.171ff] beschrieben. In hoheren Dimensionen umgehen wir sie, indem wir
in Kapitel 3 die dort relevanten Abschéitzungen mittels Lagrange-Interpolation bzw.
mittels Quasi-Interpolation von den Randbedingungen befreien. In einer Dimension ist
dagegen die folgende Aussage fast trivial:

Lemma 2.20 Sei [a,b] C R und f € Cyla,b] N C*[a,b], r € N, s € Ny mit r+s > 1.
Dann existiert eine von f und § unabhingige Konstante C', so dafs

( (Cs[a b] || || [ab) (CH_S[Q b] | : |r+s,[a,b]))
< (5 f> (CO[G' b] M Cs[a b] || ’ || [ab) (CO[ 76] N Cr-i—s[a” b]? | ' |r+s,[a,b}))
< (5 f (Cs[a b] || || [ab) (CH—S[CL b] | |r+s7[a,b}))'

Beweis Die erste Ungleichung ist klar, da Cyla, ))NC"**[a, b] C C"*[a, b]. Zum Beweis
der zweiten Ungleichung definieren wir fiir f € C*[a, 0]

Ff = K(8,() = f(a) + s—(f(@) = (b))

(Cola, ] 0 C¥[a, 8], [+ lojan): (Cola, ] N C7+(a, B, |- o))

Damit ist F' nach Lemma 2.18a) ein sublineares, nicht-negativ-wertiges Funktional auf
C*|a, b] und

rr < Hf(-) ~ fla)+

s,[a,b]

2 : 2
< @+ m)HfHC[a,b} + Z | fljag) < (4+ m)”fns,[a,b]-

J=1

Ist g € C"™"*[a, b], so gilt auBerdem

(2.17) —a s
Fo < 8o - @+ ;200 90| T gl
—a r+s,[a,b]
Insgesamt folgt damit fur f € C®[a,b] (vgl. (2.16)):
2
Ff< (44 7—)K(6,f,(C°a,b], || lsfae) (C""*[a, 0], | - [rtsan))-

b—a
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Da aber speziell fiir f € Cyla, b] N C*[a, b] gilt
Ff=K(0,f (Cola,b] N C°[a, b, || - lls,fae), (Cola, 5] N C™[a, ], | - [p+s,fa));

folgt die Aussage. ]

Beim Beweis einiger Fehlerschranken zu gewohnlichen Differentialgleichungen in Kapi-
tel 5 benutzen wir die bereits angegebenen Resultate in der folgenden Form:

Folgerung 2.21 Seien r € N, s € Ny mit r + s > 1. Fir alle f € Cyla, bl N C*[a,b]
und 0 < 6 <1 gilt:

K(érv fv (Co[av b] N Cs[av b]v H ' HS,[GJ?])’ (Co[av b] N CH_S[av b]? || ’ ||T’+8,[a7b]>>
< ClwP6,f,Clab]) + 8[| flletan] -

Beweis Wegen Folgerung A.8 benutzen wir (2.18) mit den Daten
X = Cola, 0] N C%la, b, - lx =11+ lsars 1 L = 11+ e,

U==Cola, ] NC™[a,b], [ llo=1"llrtsfaty |- 1o =1 lrtsap

und erhalten

K(8", f, (Cola, b N C*[a, b], || - Ils o), (Cola, b 0 C"*[a, B, || - llr4s o)

(2.18)
< Ch [K(W,f, (Cola, 0] N C*[a,b], || - [[sfa)); (Cola, 0] N C™ (@, b], | - |rps )
+371let]
Lemma 2.20 - s s -
< Cr|CoK (6", f,(C%a, bl || - [ls, ), (C"*[a, B, | - [t a)) + 07 [ f llclast
Satz 2.19

C3w£8)(5> fa C[CL, b]) + Cl(erfHC[aJ?]'

Wir schlieBen noch ein (wohlbekanntes) Saturations-Lemma an, das wir der Vollstén-
digkeit halber auch beweisen.

Lemma 2.22 Das beschrinkte Gebiet 0 C R™ habe einen Lipschitz-Rand, und seien
reNund s €Ny. Ist f € WP(Q), 1 <p < oo, so daf

W (8, f, LP(2)) = o(d"),

dann stimmt f fai. mit etnem Polynom aus P,,s_1 tberein. Die Aussage gilt analog
fiir den W (5 f,C(Q))- Modul.
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Beweis Zunichst ist

K", f. (L), [ zr@), (W P(Q), | - rtsp0))
< KO (W) - Hlspg), (WP(Q), ] frtsp0))

Satz 2.19

< Cwl(6, £, 1) = o(8"),
Damit existiert eine Folge (g, )neny C W T5P(Q) mit
nh_{lolo If — gnHLP(Q) =0, nh_{lolo |gnlrispa =0, (2.19)

denn zu 0 = 1/n 148t sich durch Auflésen des Infimums ein g, € W™*P(Q) so wihlen,
dafl

1
||f - gTLHLp(Q) + E|gn‘r+s,p,9

< RO L O] Do), VO, g + s =0 ()
Insbesondere ist damit (g,)nen eine Cauchy-Folge in || - ||r(o) und in der |- |45 p0-
Halbnorm. Wegen Folgerung A.8 ist (¢, )neny dann auch eine Cauchy-Folge im Raum
WrP(Q)) und konvergiert daher gegen ein g € W’ *P(Q). Nach (2.19) ist auBerdem
f =g (fi.) und |g|4spa = 0. Da  zusammenhéngend ist, stimmt ¢ f.ii. mit einem
Element aus P,;s_; iiberein (siehe z.B. [81, S.60]). n

Auch die A-Moduln sind zu einem geeigneten K-Funktional dquivalent, das aber formal
nicht genau der Definition 2.17 entspricht. Hier mufl OA eingebaut werden. Dahmen,
DeVore und Scherer [24] folgend definieren wir fiir einen vollstéandigen A-Bereich und
1<p<oo:

Kn(6, £, L7(Q) = inf Hf = gl + Y 3Dl o)

geW\ALP(Q) acdA

Im Gegensatz zu [24] haben wir dabei auf die Einfiihrung an A-Bereiche angepafter
Sobolev-Réume W2 (Q) := {f € L?(Q) : D*f € LP(Q) Vo € DA} verzichtet.

Satz 2.23 (vgl. [24, S.389], vgl. Satz 2.19) Die offene Menge Q2 C R™ habe die
Rechteck-Figenschaft (siehe Definition 2.5), und A C Ny* sei vollstindig. Dann exi-
stieren Konstanten 0 < ¢,C < oo, so daff fir alle f € LP(Q), 1 < p < oo, und
0<d< 1 gilt:

CWA((Sv f7 LP(Q)) < KA(57 fv LP(Q>> < CWA(57 fv LP(Q>>

Diese Aquivalenz ist Spezialfall von [24, Theorem 3.1], wo noch allgemeinere Gebiete
zugelassen sind. Man beachte beim dort skizzierten Beweis, daf§ wegen Lemma 2.8¢)
f durch eine auf Q eingeschrinkte Funktion aus Cg5(R™) ersetzt werden kann. Damit
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liegen die bei der Abschétzung nach oben iiber Steklov-Mittel gebildeten Funktionen
nicht nur in W2A(2) sondern sogar in WAk2(Q).

Fiir spezielle Setzungen sind radialer und A-Modul doch nicht so verschieden, wie es
zunéchst erscheint (vgl. zweites Beispiel nach Definition 2.14):

Lemma 2.24 Die offene Menge Q@ C R™ habe die Rechteck-Figenschaft (Definition
2.5), und seien r € Nund A = {a e NJ' : o < 1,1 < j < m}, dh. ON = {re; :
1 < j < m}. Dann existieren Konstanten 0 < ¢,C < oo, so daf§ fir 0 < § < 1 und
ferr(Q),1<p<oo, gil:

cwa (0, f, LP(Q)) < wi (9, f, LP(Q)) < C [wa(0, f, L () + 07| fll o] -

Beweis Zunichst ist €2 nach Definition 2.5 insbesondere ein beschranktes LG-Gebiet,
so daf} wir den Satz 2.19 benutzen kénnen. Damit folgt:

wr(57 f7 LP(Q>>
Satz 2.19

S K((Sra .fa (LP(Q)a || : ||LP(Q))> (WT7P(Q)7 | ’ |T,p,Q))
= inf )(||f — gllzr@) + 0" |9lrp.0)

geW™P(Q
(A.20) m
< 3 f _ p C 67” Drej
= gewn(@ <||f 9ller@) + G ;H 9||LP(Q)+||9||LP(Q)])
< ok (Hf — gl +Cio" Y ||D’"e"9||LP(Q>+||f—9||LP(Q>+||f||Lp(Q)D
j=1

< 015T||f||Lp(Q) + (01 + 1) gEI/Ii/r}vg(Q) (Hf — gHLp(Q) + 6" Z ||Drejg||Lp(Q)>

=1
= C0"|[fllze@) + (C1 + 1)K (0, f, LP(Q2))
Satz 2.23

< O || flle) + Cowa(8, f, LP(R)).

Auflerdem ist die erste Ungleichung trivial, da @,., (0, f, LP(Q2)) < w, (9, f, LP(£2)). =

2.3 Reelle Interpolation von Banach-Riumen

Die iiber (2.9) eingefiihrten fraktionierten Sobolev-Raume besitzen eine handliche Dar-
stellung als Interpolationsraume, die wir fiir konkrete Berechnungen ausnutzen.

Seien X und U Banach-Rédume mit U Cy X. Fiir 0 < © < 1 und 1 < ¢ < oo definieren
wir (vgl. [17, S.168])

00 qd l/q
T T (SACA S RUA ) K R
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Dann ist [X,Ule, == {f € X : ||fllx.v]e, < o0} ein Banach-Raum unter der Norm
|- lix,01e.,- AuBerdem sind die Interpolationsrdume stetig ineinander eingebettet:

UCst [X,Uloyg Cst [X,Uloyg Cst X V0<B0:<0; <1, 1<g<o0. (2.20)

Insbesondere ist damit auch [X, X]g , = X, und die Normen beider Rédume sind dqui-
valent.

Lemma 2.25 Ist f e U, U Cy4 X, so qilt firl <q < oo:

1 Ve 1-© ©
1 llexvte,, < B61-6) L1111 -

Beweis Fiir f # 0 sei € := || f||x/|l fllv:

R dt

e, = [ €KL o @1 1)
(2.17) € _ dt oo _ dt
< oG [ e

1 € 1 o0

= q 7t(1_®)Q:| + q [__t—@q]
171 [ =gyt + 1t [t ]
_ 1 (1-©)q Oq i (1-©)q Oq
= - @)quIIX IAlo" + @quHX [l

Was fiir die Normen der Elemente gilt, folgt auch fiir die Operatornormen:

Lemma 2.26 (siche 2.B. [9, S5.279]) Seien Uy Cgq Xi und Uy Cg Xo zwei Paare
von Banach-Raumen und T € [X1, Xs], so daff Ty, € [Uy,Us]. Fir 0 < © < 1 und
1 < g < oo ist dann auch T € [ X1, Ui]oq, [X2, Us]o 4] und

||T||[[X17U1}@,q,[X2,U2}@,q] < ||T||[1)z1®,)(2] ||T||[®U1,U2]' (2'21)

Wir haben die Interpolationsraume fiir die folgende Charakterisierung eingefiihrt.

Satz 2.27 (siche z.B. [9, S.180f]) Die beschrinkte, offene Menge @ C R™ habe einen
Lipschitz-Rand. Seien s € Ny und © € (0,1). Dann gilt

(W2 (Q), WH2(Q)]e,, = WHOP(Q),

und die Normen beider Rdume sind dquivalent. Ist p = 2, so gilt dariber hinaus fiir
S1, S2 c NO) 51 < 52,

[W2(Q), W22(Q)]o = W-Ot0n2(), (2.22)

wobei die zugehorigen Normen wieder dquivalent sind. Insbesondere sind fiir p = 2
also auch die klassischen, nicht-fraktionierten Sobolev-Rdume auf der rechten Seite
zugelassen.

Zusammen mit (2.20) folgt damit sofort auch

WhHQ) Cu W2(Q)  VO<m<n €R.
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2.4 Resonanzprinzipien und ein Umkehrsatz

Das Hauptanliegen dieser Arbeit ist die Untersuchung der Schérfe von Fehlerschran-
ken durch Angabe geeigneter Gegenbeispiele. Deren Konstruktion gestaltet sich i.a.
schwierig, so daf§ wir ihre Existenz mit quantitativen Erweiterungen des Prinzips der
gleichméBigen Beschrianktheit (uniform boundedness principle, kurz UBP) zeigen. Da-
neben werden wir auch Schérfe im Sinne von Umkehrsétzen diskutieren und hier dazu
die funktionalanalytische Grundlage angeben.

Die Fehlerabschatzungen werden {iiber Stetigkeitsmoduln formuliert sein. Um das
asymptotische Verhalten dieser Stetigkeitsmoduln in einem gegeniiber Lipschitz-Klas-
sen allgemeineren Rahmen zu beschreiben, ist es iiblich, abstrakte Stetigkeitsmoduln
zu benutzen:

Definition 2.28 (vgl. [92, S.96]) Eine Funktion w € C[0,00) heifit abstrakter Ste-
tigkeitsmodul, falls fiir alle 61,05 > 0 gilt:

0= W(O) < w(él) < w(51 + (52) < w(51) + W((sg). (223)
Entweder erfiillt ein abstrakter Stetigkeitsmodul die Bedingung
w(d)
511}'([]14- T = OQ, (224)

oder es gibt Konstanten 0 < ¢,C' < oo und 9y > 0 mit

0 <w(0)<Cs Y0 <6 <.
Im zweiten Fall ist also das Verhalten des Moduls w(d) = ¢ beim Grenziibergang
0 — 0+ charakteristisch.

Ausgangspunkt fiir die quantitativen Erweiterungen ist das folgende klassische Prin-
zip der gleichméfigen Beschrénktheit, das hédufig auch als Satz von Banach-Steinhaus
bezeichnet wird:

Satz 2.29 (vgl. z.B. [2, S.205]) Seien X ein Banach-Raum, (T,)neny C X~ sowie
(gn)neN - X; S0 daﬂ

lgnllx < Civ VmeN, (2.25)
. (2.26)

limsup 7}, g,

n—oo

Dann existiert ein (Gegenbeispiel) fo € X mit limsup,,_, . T, fo = 0o, oder mit anderen
Worten: T, fo # O(1).

Die Elemente g¢,, stehen im Sinne von (2.26) in Resonanz zu den Operatoren 7,,. Daher
wird (g, )nen auch als Resonanzfolge und Satz 2.29 als Resonanzprinzip bezeichnet.
Der Beweis kann u.a. mit dem Baire-Kategoriensatz oder der Methode des gleitenden
Hockers gefithrt werden. Dies gilt auch fiir die folgenden quantitativen Erweiterungen
von Dickmeis, Nessel und van Wickeren:
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Satz 2.30 (UBP mit o-Ordnung, siehe [34]) Seien X ein Banach-Raum, (¢n)nen €ine
monoton fallende, positive Nullfolge, o(6) > 0 fir alle 6 > 0 und w ein abstrakter
Stetigkeitsmodul mit lims o, w(9)/0 = co. Weiter seien {Ss : § > 0} C X, (T))nen C
X~ sowie (gn)neny C X, so dafs

lgnllx < G Vn €N, (2.27)

J
Ssgn < C’2min{1,g( )} VneN, >0, (2.28)
limsup 7,9, > 0. (2.29)

n—oo

Dann ezistiert ein (Gegenbeispiel) f, € X mit (0 — 0+, n — o0)
S&fw - O(w(g(é)))a (230)
Thfo # olwlen)). (2.31)
Dabei bedeutet (2.81), dafl ein ¢ > 0 existiert mit

n

lim sup —~% > ¢ > 0.
oo W(n)

Wird dieser Satz benutzt, um die Schérfe einer Fehlerschranke zu zeigen, ist mit den
T,, die Interpretation der Fehlerfunktionale verbunden. Die Ss sind dann die Struktur-
funktionale, also i.a. Stetigkeitsmoduln, gegen die die Fehlerfunktionale abgeschétzt
werden. In einigen Anwendungen wird der Fehler gleichzeitig mit mehreren (Punkt-)
Funktionalen gemessen. Hier erwartet man ein Gegenbeispiel, das gleichzeitig die Op-
timalitat aller einzelnen Fehlerabschétzungen belegt. Dazu dient die folgende Version
des Resonanzprinzips:

Satz 2.31 (siehe [55], vgl. auch [29, 56]) Seien X ein Banach-Raum, (¢n)nen €ine
monoton fallende, positive Nullfolge, o(6) > 0 fir alle 6 > 0 und w ein abstrakter
Stetigkeitsmodul mit lims_or w(0)/d = oo. Weiter seien {Ss : § > 0} C X~ und
{T,, :neNveB,} C X, wobei (B,)nen eine Folge nichtleerer Indexmengen ist.
Auflerdem sei wieder eine Resonanzfolge (g,)nen C X gegeben, so dafs

lgnllx < Cy Vn eN, (2.32)
Ssgn < Chmin {1, “(5>} VneN,§>0, (2.33)
1Thllx~ < Csn YveEB,, neN, (2.34)
Thvg; < Cu1,Cs550n Vi<j<n—-1,veB, neN, (2.35)
Tovgn > Cop >0 Vv eB,. (2.36)

Dann existiert eine streng monoton wachsende Teilfolge (ng)ren C N und ein (gemein-
sames Gegenbeispiel) f, € X, so dafS (§ — 04+, n — 00)

Ssfo = O(w(a(9))), (2.37)
Tovfo # olw(en)) (2.38)
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fir jedes v € B := limsup,_, ., B, = kﬂl UkIan.
= J:

Dabei bedeutet (2.38), daf eine von v abhéngige Konstante ¢, existiert mit

. TTL l/fu}
lim sup —
n—00 w(@ﬂ)

>c, >0 Vv e B.

Wir haben spéter in den Anwendungen dieses Satzes die Situation, dafi o auf (0, c0)
invertierbar ist und fiir alle n € N, v € B,, und f € X gilt:

Tn,uf < C? [Scr*l(gon)f + Qan.fHX} . (239)

Diese Bedingung impliziert dann sofort (2.34) und zusammen mit (2.32) und (2.33)
auch (2.35), denn:

(2.39)
||Tn,u||XN S 07[||SU*1(¢7L) x~ + @n} = Cgm Yv e Brn
(2.39), X
(2.33),(2.32) ~1(p,
Tovgs 2 ]2 Lo oo YieN, veB,.

P

Satz 2.31 ist recht allgemein formuliert. In den hier diskutierten Anwendungen kann
durch eine geeignete Umbezeichnung die Folge (B,,),en durch eine feste Indexmenge
B ersetzt werden. In diesem Spezialfall geht Satz 2.31 in ein Resonanzprinzip aus [32]
iiber. Andererseits werden die Mengen B,, bzw. B teilweise endlich bzw. abzdhlbar sein,
so daB sich in dieser Situation Satz 2.31 auf ein Kondensationsprinzip aus [31] reduziert.

Der verbleibende Fall w(d) = § muB in den Sétzen 2.30 und 2.31 ausgeschlossen werden.
In den Anwendungen werden die Gegenbeispiele in diesem Fall explizit konstruiert.
Unter den Voraussetzungen von Satz 2.30 erhélt man aber zumindest noch die folgende
O-Aussage:

Satz 2.32 (siche [34], vgl. Satz 2.30) Seien X, p,,0,Ss, T, und g, wie in Satz 2.50,
so dafs (2.27), (2.28) und (2.29) gelten. Dann existiert zu jeder Nullfolge (£,)nen €in
Gegenbeispiel f. € X mit (n — oo,d — 0+)

Ssf- = 0(a(9)), (2.40)
Tofe # O(cupn). (2.41)

Schlieflich geben wir die folgende Version des Umkehrsatzes von Butzer und Scherer
an, die wir in Kapitel 4.1 zum Beweis eines Aquivalenzsatzes zwischen dem Finite-
Elemente-Fehler und einem Stetigkeitsmodul benutzen.

Satz 2.33 (vgl. [18] und die dort zitierte Literatur) Sei X ein linearer, normierter
Raum, (Up)nen C X eine Folge linearer Teilrdume mit

U, CUpia Vn eN. (2.42)
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Weiter seien v € R mit v > 0 und {Ss : 6 € (0,1]} C X, so dafs ||Ss||x~ unabhdingig
von 0 beschrdinkt ist und eine Bernstein-Typ-Bedingung

Ssvg < C(0n) |9l x Vo>0,geU, neN (2.43)

mit einer von 0, n und g unabhdngigen Konstante C gilt. Weiter sei o : (0,1] — (0, 00)
monoton wachsend, so daf$ lims_o, o(d) =0 und

/ 1 10 (Bt = O(6 0 (8)) (5 — 04). (2.44)

Dann gilt fir jedes f € X (n — oo, § — 0+):
E.f:= gienUfn 1f=gllx=0(c(n") = Suf=0(c()). (2.45)

Umkehraussagen dieses Typs sind wohlbekannt. Allerdings werden gewohnlich Bern-
stein-Typ-Bedingungen benutzt, bei denen die linke Seite durch eine Halbnorm be-
stimmt ist. Im Hinblick auf die Bernstein-Ungleichung von Oswald (siche Lemma 4.2)
ist es hier aber zweckméafiger, allgemeine Glattheitsmafle zuzulassen. Dies fiihrt im Be-
weis zu kleinen Modifikationen z.B. gegeniiber der Darstellung in [18], weshalb wir ihn
hier prasentieren. So kénnen wir spéter auch die benutzte Technik mit einem anderen,
konkret auf die Anwendung zugeschnittenen Ansatz vergleichen (siehe Kapitel 4.1).

Beweis Zu § € (0,1] sei k € Ny so gewihlt, dafl

27kt <5 <27h, (2.46)
Dazu seien g9 € Uy mit
If = gaillx < Eoi f +277(k+1)7" Vj €N, (2.47)
Zunéchst zeigen wir, daf3
k
Swvgar < C8 || fllx + D 27Nf = gasllx | - (2.48)
=0

Da goi — goi-1 € Ui (beachte (2.42)), ist

(2 )
Ss1(g2s — gai1) < C(627)7|g2s — goi1lx
< CEO2)f = gaillx + [If — gai1]Ix], (2.49)
(2.43)
Ssvgr < Cgillx <CO||fllx + I f — g1llx]- (2.50)

Damit erhalten wir:

k k
Ssrgar = Sp <91 +> (g2 - g2j1)) < Syrg1+ Y Ssr(gas — goi-t)

j=1 j=1

(2.49)
(2.50

k
< C+)y [||f||x Sl —ggan] .

J=0
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Also ist (2.48) gezeigt. Insgesamt folgt damit

1857 [ x~<C1

Ssvf < Ssv(f — gar) + S5 gor < Ci||f — gorllx + Ssvgor

(2.48) L
< S = goellx + b7 |11l + SO 27Nf - gaillx
7=0

(2.47) L
< CiBEnf+ G ||| fllx + ZQMEzz‘f +
§=0
k
—k -1 ivo—j -1
+C 27 (1) T G0 Y 227 (k1)
(2.46) <1 Jj=0
< (20)7 = ~ _

=1

IN

k
CrEye f + Cod[||f|lx + 1]+ Co8" >~ 27 Eps f

=0
k
< Cuo(27%) + Cs07 [y|f||x +1+ Z 2”0(2‘0] (2.51)
=0
nach Voraussetzung. Mit (2.46) ist 672%7 > 1/27, so daB
1
o(27F) = 2750—(2—’“) < 29572M g (27F).

Damit 148t sich der erste Term in (2.51) gegen den Summenden fiir j = k abschétzen,
und es gilt

Ssvf < Ce 507

k
1+) 270(27)

J=0

k
1 . .
< 1 ’YE 271 (27
> Cﬁ,f (0_(1> + ) 0 ~ U( )a

da1l=1[2"70(279)]/a(1) fiir j = 0. Um die Aussage S5 f = O(c(d)) zu erhalten, zeigen
wir schliellich noch

k(8)
ZQ% ) =0 0(8) (6 — 0+). (2.52)

Wegen der Monotonie von o ist

k k 2
. 1
§ 2170 (277) § L[ — 21711200~ D=15(277) < 2’7+1§ j/ o (—) dt

j=1 727

ok 1 !
— 27+1/ 1y (;) dt = 27“/ t o(t)dt < 2%1/ o (t)dt,
1 27k b

so daf} (2.52) aus (2.44) folgt. Dabei ist zu beachten, dafl auch der Summand zu j =0
das richtige asymptotische Verhalten hat: In (2.44) ist die linke Seite grofier als ein
¢ > 0 fir hinreichend kleine 9, so da§ ¢ = O(6 70 (0)). n
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2.5 Variationsaufgaben im Hilbert-Raum

Bei der Finite-Elemente-Methode wird eine Variationsaufgabe, die urspriinglich iiber
einem unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum formuliert ist, ndherungsweise iiber ei-
nem nur endlich-dimensionalen Unterraum gelost. Die Auswahl des Unterraums, des
sogenannten Ansatzfunktionenraums, ist der eigentliche Kern der Methode und fiihrt zu
ihrem Namen. In diesem Abschnitt sollen zunéchst die funktionalanalytischen Grund-
lagen fiir Variationsaufgaben dargestellt werden. Die Diskussion verschiedener Ansatz-
funktionenrdume geschieht in Kapitel 3. Im folgenden werden mit V' und H reelle
Hilbert-Raume bezeichnet. Die zugehorigen Skalarprodukte sind (-, )y und (-, ).

Definition 2.34 Seia(-, ) : V x V — R eine Bilinearform. a heifit

a) symmetrisch, falls a(u,v) = a(v,u) Vu,veV,
b) beschriankt, falls ein C < oo existiert mit

la(u, v)| < Cllullvvlly Yu,veV, (2.53)

c) V-elliptisch (koerziv), falls ein ¢ > 0 existiert mit

a(u,u) > cllul> VueV. (2.54)

Wir diskutieren jetzt das folgende Variationsproblem, das auch schwaches Problem
genannt wird.

Gegeben ist eine beschrinkte und V -elliptische Bilinearform a und ein
Funktional f* € V*. Gesucht ist ein u = ugp- € V, so da3

a(u,v) = f*(v) YoveW (2.55)

Aufgaben dieses Typs entstehen z.B. als Umformulierung einer Randwertaufgabe einer
Differentialgleichung. Im Gegensatz zur Differentialgleichung ist aber hier die Frage
nach der Losbarkeit leicht zu beantworten:

Satz 2.35 (Lemma von Lax und Milgram, siehe z.B. [2, S.118]) Sei a eine beschrdankte,
V -elliptische Bilinearform. Dann existiert zu jedem f* € V* genau eine Losung u von
(2.55).

Das Lemma ist eine Folgerung aus dem Riesz-Darstellungssatz fiir Hilbert-Réume. Man
beachte, dal keine Symmetrie von a gefordert ist. Ist a zusétzlich symmetrisch, also
ein Skalarprodukt, so folgt die Existenz und Eindeutigkeit der Losung direkt mit dem
Riesz-Satz. Auflerdem ist die Losung von (2.55) dann auch die eindeutige Losung der
folgenden Minimierungsaufgabe fiir das Funktional J(v) := a(v,v)/2 — f*(v) (siehe
z.B. [21, S.25]):
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Gesucht ist ein u € V mit J(u) = inf,ey J(v).

Im allgemeinen wird V' unendlich-dimensional sein, so daf§ es schwierig ist, die Losung
von (2.55) explizit zu berechnen. Zur nidherungsweisen Losung von (2.55) betrachten
wir nun einen endlich-dimensionalen Teilraum Vj, C V und lésen die folgende Diskre-
tisierung von (2.55):

Gegeben seien die beschrinkte und V-elliptische Bilinearform a und die
Inhomogenitét f* € V* der Aufgabe (2.55). Gesucht ist ein uj, = up g« € Vj,
so daf3

a(up,v) = f*(v) Vv eV, (2.56)

Der Teilraum Vj, C V ist selbst wieder ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-, -)y,
so daB a auch Vj-elliptisch ist. Da auerdem V* C V)*, ist f* € V;*. Ersetzen wir also
in Satz 2.35 den Raum V' durch V}, so folgt, dafl auch das diskrete Variationsproblem
(2.56) eine eindeutige Losung besitzt. Der Ubergang von (2.55) zur diskreten Aufgabe
(2.56) wird als Ritz-Galerkin-Verfahren bezeichnet.

Wir dndern nun unseren Blickwinkel. Bis jetzt haben wir den Ansatz verfolgt, zu einer
Inhomogenitit f* Losungen u und uy, von (2.55) und (2.56) zu suchen. Die Philosophie
bei der Konstruktion von Gegenbeispielen (vgl. Kapitel 4) wird allerdings sein, von
einem u € V auszugehen und dazu die Inhomogenitéit f* anzugeben. Jedes u € V
ist trivialerweise Losung einer Aufgabe (2.55) mit der Inhomogenitét f*(-) := a(u,-).
Uber die zugehorige diskrete Losung uy, von (2.56) definieren wir die Ritz-Projektion
P, .V — V), vermoge P,u = uy, also als eindeutige Losung P,u € V}, von

a(Pyu,v) = a(u,v), d.h.; a(u — Pyu,v) =0 Yv € V. (2.57)
P, ist offensichtlich ein linearer Operator, der wegen

, (259 (2.57) (2.53)
clPoully < a(Puu, Pyu) "="a(u, Byu) < Cllullv|[Pyullv,

dh. [|Pullv < €|ullv, beschrénkt ist (P, € [V,V4]). P, wird auch als elliptische

Projektion bezeichnet — Projektion, da nach (2.57) fiir alle v € V}, gilt: P,v = v.

Werden in den folgenden Kapiteln schwache Probleme betrachtet, die aus Randwert-
problemen von Differentialgleichungen durch partielle Integration entstehen, so haben
die Inhomogenitéiten f* die spezielle Gestalt (f,-)x, wobei H = L*(Q) ist:

Lemma 2.36 SeiV Cy H, d.h. ||[v||g < C||v||v fir alle v € V. Dann wird durch jedes
f € H ein Funktional f*:= (f, )y € V* C V¥ mit ||f*||v- < C|| fllg erzeugt.

Beweis |(f,v)u| < [|fllalvla < Clflallvly YoeV. =

Wir interessieren uns spéter nicht fiir allgemeine Variationsaufgaben, sondern nur
fiir solche, die von Differentialgleichungen abstammen und damit spezielle Inhomoge-
nitédten dieses Typs besitzen. In der Regel hat natiirlich nicht jedes Funktional f* € V*
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eine Darstellung iiber ein f € H. Damit kann aber auch nicht jedes u € V Losung
einer Aufgabe (2.55) mit von einem f € H erzeugter Inhomogenitét sein. Ist allerdings
u Losung einer solchen Aufgabe, so kann dies einiges iiber zusétzliche Regularitéts-
eigenschaften von u aussagen (vgl. Satz 3.1). Wir werden die Losung der diskreten
Aufgabe (2.56) zu einem vorgegebenen u € V' generell mit P,u bezeichnen, wéhrend
wir die Schreibweise u;, nur dann verwenden, wenn das Funktional f* durch die Dif-
ferentialgleichung erzeugt sein kann (also f* = (f,)y, vgl. Kapitel 3.1 und Seite 56).
Damit beschreibt u, stets eine (schwache) N#herungslosung des Randwertproblems
einer Differentialgleichung, wahrend mit P,u keine Interpretation verbunden ist und
diese Schreibweise insbesondere fiir technische Zwischenaussagen benutzt wird.

Der Index h bei der Bezeichnung des endlich-dimensionalen Teilraums V}, deutet an, dafl
wir in den Anwendungen eine Familie von Teilrdumen betrachten, so daf limy, .o ||u—
Pyu|ly = 0, d.h., die P,u € V), approximieren u € V. Den entscheidenden Beitrag zur
Abschétzung des Fehlers ||lu — Pyu||y leistet der folgende Satz:

Satz 2.37 (Lemma von Céa, siehe z.B. [21, S.113]) Sei a eine beschrankte, V -ellip-
tische Bilinearform mit Konstanten C' und ¢ wie in (2.53) und (2.54). Dann gilt fir
jedes u € V' die Fehlerabschdtzung:

C .
lu = Prully < — inf Jlu—vljy. (2.58)

Beweis Fiir beliebiges v € V), gilt

(2.57)

a(u — Pyu, Pyu) =70 (250

a(u — Pyu,v), (2.59)

(2.54)
cllu— Pull}y < alu— Puwu,u— Pyu) = a(u — Pyu,u) — a(u — Pyu, Pyu)

(259 a(u — Pyu,u) — a(u — Pyu,v) = a(u — Pyu,u — v)

(2.53
< Cllu= Pullv|ju—vllv.

Der Ubergang zum Infimum beziiglich v € Vj, liefert die Behauptung. ]

Ein wichtiger Vorteil von Finite-Elemente-Methoden gegeniiber klassischen Differen-
zenverfahren ist die Stabilitét, die hier unmittelbar durch den Ansatz gegeben ist:

Lemma 2.38 Sei a eine beschrinkte, V -elliptische Bilinearform mit Konstanten C
und ¢ wie in (2.53) und (2.54). Sind uy,uy € V, so gilt fir die zugehorigen Ritz-

Projektionen Pyuy und Prus:

C
HPhu1 — PhUQHV S —||U1 - UQH\/. (260)
C
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Beweis Wir haben bereits gesehen, daB || Py ||y, < C/e. "

Spiiter werden wir V = W,*(Q) setzen, den Fehler aber in einer L?-Norm messen. Dabei
erhoht sich die Konvergenzordnung. Der beim Beweis benutzte Trick kann bereits in
diesem allgemeinen Rahmen formuliert werden.

Satz 2.39 (Lemma von Aubin und Nitsche, Nitsche-Trick, siehe z.B. [21, S.141])
Seien V. Cgy4 H, V;, CV wie oben und a eine beschrdnkte, V -elliptische Bilinearform.
Dann gilt fir jedes u € V

((w = Pru,g)ul < Cllu= Puully inf flwg —vlly Vg H (2.61)
veVh

L.
|lu— Puullpg < C|lu— Pyully sup <— inf ||wg—v||v), (2.62)
oxger \ | gllm veva

wobei w, die nach Satz 2.35 eindeutig bestimmte Losung der dualen Aufgabe
a(v,wy) = (v,9)g Yo eV (2.63)

ist. Die Konstante C' ist von u und V, unabhdngig.

Man beachte, dal Satz 2.35 tatséchlich auf (2.63) anwendbar ist. Denn mit @ ist auch
a(u,v) := a(v,u) eine beschrinkte, koerzive Bilinearform, und wegen Lemma 2.36 ist
auflerdem (-,¢9)y = (g,-)u € V*. Die zusétzliche Regularitit, die w, als Losung zu
dieser speziellen Inhomogenitét besitzt, wird in der Anwendung des Satzes zur Verbes-
serung der Konvergenzordnung fiihren.



Kapitel 3

Finite-Elemente-Methoden fiir
elliptische Differentialgleichungen
und globale Fehlerschranken

In diesem Kapitel werden a-priori-Fehlerschranken fiir die Finite-Elemente-Approxi-
mationen uy, der Losungen u elliptischer Differentialgleichungen mit Dirichlet-Randbe-
dingung angegeben. In der Regel werden in der Literatur solche Abschitzungen nur
fiir glatte Losungen u betrachtet. Wir greifen diese Ergebnisse auf und leiten daraus
intermedidre Fehlerabschiatzungen gegen Stetigkeitsmoduln her, die sich in Kapitel 4
als bestmoglich erweisen werden.

Wir beginnen mit einer kurzen Darstellung der Methode der Finiten Elemente und
schlieflen die Diskussion des Fehlers u — u;, in verschiedenen Normen an.

3.1 Das schwache Problem

Sei 2 C R™ ein beschriinktes Gebiet. Fiir Funktionen u € C?(f2) betrachten wir den
Differentialoperator L, definiert iiber

Lu(x) := — Z i (x)%axju(x) + Z bl(x)ﬁilu(x) + d(z)u(z),

i=1

mit Koeffizientenfunktionen a; j, b;,d € L>(€2). Der Operator L heifit gleichméfig

elliptisch auf €2, falls eine Konstante x > 0 existiert, so daf} fiir fast alle z € Q gilt
(siehe [50, S.51]):

Y ai@yiy; > k> Y7 VyeR™ (3.1)
7j=1

1,j=1

39
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Zur Klassifizierung des Differentialoperators wird also nur sein Hauptteil

a Z @i 0:)3,0@

i,j=1

herangezogen. Elliptische Differentialgleichungen werden in der Regel als Randwert-
probleme betrachtet. Wir diskutieren die folgende Dirichlet-Aufgabe:

Gesucht ist eine Funktion u € C*(Q) mit

Lu(z) = f(x) Ve,
u(z) = 0 Va e o

Dabei sei jetzt L ein gleichméBig elliptischer Differentialoperator der Form

ZDﬁaag Zaao “u(x

| <1 la|<1
181=1

so dafl L den Hauptteil — 3, _ 5, o 5(x) D*FP Dbesitzt. (3.3) heifit eine homogene
Dirichlet-Randbedingung. (Wir betrachten keine inhomogene Randbedingung, da
die zugehorige Variationsaufgabe (vgl. (3.5)) i.a. auf eine homogene Randbedingung
zuriickgefiihrt werden kann (siehe [51, S.138]).) Die Koeflizienten a, 5, 02 und die
Inhomogenitét f seien geniigend glatt, um die folgenden Rechnungen durchzufiihren.

Wir iiberfithren nun die Aufgabe (3.2), (3.3) in eine schwache Form. Dazu multiplizieren
wir beide Seiten von (3.2) mit einer Testfunktion v € W,*(Q) und integrieren iiber Q:

/(Lu d:c_/f

Die linke Seite 1a8t sich mittels der partiellen Integration (2.7) auch tiber eine Biline-
arform darstellen:

/Q(Lu(x))v(x)d:c
Z/aaﬁ )(Du(x))(D d:)s+Z/aa0 (D%u(x))v(z)d

Bt o
. / o 5(2)(Du(2)) (DPo())dx =: alu, v). (3.4)
lef,|B1<1

Damit ist das folgende schwache Problem motiviert, das Ausgangspunkt fiir die Finite-
Elemente-Methode ist (vgl. (2.55)):

Gegeben sei die Bilinearform a(-,-) aus (3.4). Zu f € L?*(Q) ist ein u €
W, () gesucht mit

a(u,v) = (f,v)r2 Yv € Wy?(Q). (3.5)



3.1. Das schwache Problem 41

Da wir ab jetzt nur noch (3.5) und nicht mehr (3.2) betrachten, miissen die Koeffizien-
ten a, s nicht differenzierbar sein, wir verlangen lediglich a, 3 € L*(2), so daB a(-, )
iiber W, () beschrinkt ist. Falls || = |8] = 1, sei aq,5 im Hinblick auf Regularitéits-
fragen (vgl. Satz 3.1) zusétzlich Lipschitz-stetig (Definition 2.1). Schlieflich sollen die
Koeffizienten auch noch gewihrleisten, dal a(-, -) koerziv ist (vgl. (2.54)). Falls ap 3 = 0
fir |a| 4+ |5] < 2, folgt dies bereits aus der Forderung, daf der Differentialoperator L
gleichmiBig elliptisch ist (v € Wy*()):

a(v,v) - > to5(x)(D%(2))(DPv(z))dz

ol =181=1" <
_ /Q éaei,%u) ( aii”(‘”) (a%v(x>) iz

irej =i m ) 2 Lemma 2.8d)
TS (—v<x>) dr= oy o o]y 0
Q = Oxj = =

Ohne zusétzliche Einschrinkungen an die Koeffizienten 148t sich dagegen aus der El-
liptizitdt von L nur eine abgeschwichte Form der Koerzivitit zeigen (Garding-Unglei-
chung, siehe z.B. [9, S.136]).

Nach Voraussetzung ist also a(-,-) eine beschriinkte, W, ?(Q)-elliptische Bilinearform
und (f, )2y € (W, *(Q))* nach Lemma 2.36. Damit existiert nach Satz 2.35 eine ein-
deutige Losung u € W,*(Q) der Aufgabe (3.5). Wihrend bei dem Randwertproblem
(3.2), (3.3) zuniichst nur nach Losungen in C2(€2) gesucht wurde, ist durch die schwache
Formulierung die Menge der Kandidaten grofler geworden, so dal die Existenz einer
Losung gesichert ist. Natiirlich sind, wegen der Motivation zu (3.5), die klassischen
Losungen von (3.2), (3.3) auch schwache Losungen im Sinne von (3.5). Schlieflich be-
achte man noch, daf sich die Dirichlet-Randbedingung (3.3) beim schwachen Problem
in der Wahl des Raums W,*(Q) niederschligt.

Bedingt durch die einfache Struktur von  (wir verlangen zusétzlich, daf§ 2 konvex
ist), die Glattheit der Koeffizienten, aber vor allem wegen der speziellen Inhomogenitét
(f,")12(q), die hier das allgemeine Funktional f* (vgl. (2.55)) ersetzt, gilt die folgende
Regularitétsaussage:

Satz 3.1 (siehe [51, S.200, Satz 9.1.22]) Seien Q@ C R™ ein beschrinktes, konvezes
Gebiet und a wie in (3.4) mit den oben festgelegten Voraussetzungen an die Koeffizi-
enten (a.p € L>(Q) und Lipschitz-stetig, falls |o| +|3| = 1). Dann gilt fir die Losung
u von (3.5)

uwe Wo(Q) N WHQ), (3.6)
und es existiert eine Konstante C, unabhdngig von f und u, so daf
ul22,0 < ClflL2()- (3.7)

Dieses Ergebnis ist fiir die angestrebten Fehlerschranken fundamental.
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3.2 Die Finite-Elemente-Methode

Wir wollen, statt die Aufgabe (3.5) itber W,*(R) exakt zu losen, mit Hilfe endlich-
dimensionaler Réume V, € W, *(Q) Niherungslosungen gewinnen (vgl. (2.56)). Diese
Ansatzfunktionenraume Vj, bestehen bei der Finite-Elemente-Methode i.a. aus Funk-
tionen, die stiickweise als Polynome definiert sind (Splines), so daf} es eine (einfa-
che) Basis gibt, deren Elemente weitgehend disjunkten Tréger besitzen. Dies ver-
einfacht das Losen des bei der Berechnung entstehenden Gleichungssystems (3.50)
und ist ein wesentlicher Grund fiir den praktischen Erfolg der Methode. Umfassende
Einfiihrungen in die mathematische Theorie der Finite-Elemente-Verfahren sind z.B.
(3, 6, 9, 21, 45, 51, 60, 64, 75, 89].

3.2.1 Finite Elemente

Zur Definition von Vj, wird das Gebiet 2 trianguliert, d.h., in einfachere Mengen K,
den Finiten Elementen, aufgeteilt (vgl. Definitionen 3.2 und 3.9 unten). Die Ansatz-
funktionen sind Polynome iiber den Mengen K, die damit die Bausteine von V}, sind.
Wir beginnen unsere kurze Zusammenfassung der Finite-Elemente-Methode mit den

Finiten Elementen, deren Definition in dieser Form auf Ciarlet zuriickgeht (siehe z.B.
[21, S.94]):

Definition 3.2 Ein Finites Element im R™ ist ein Tripel (K, Vi, X), wobei:

a) K C R™ ist abgeschlossen (und beschrinkt), int K # (), und K besitzt einen
Lipschitz-Rand (siehe Definition 2.3b)).

b) Vi ist ein linearer Raum reellwertiger Funktionen iber K der endlichen Dimen-
sion N.

c) ¥ ist eine Basis des algebraischen Dualraums von Vi .

Die Menge K wird ebenfalls bereits als Finites Element bezeichnet. Durch ¥ ist automa-
tisch auch eine (zu X duale) Basis von Vi festgelegt, die bei der konkreten Realisierung
der Methode wichtig ist. Die Elemente von ¥ heiflen Freiheitsgrade.

Wir werden in dieser Arbeit nur relativ einfache, aber sehr wichtige Lagrange-Elemente
beriicksichtigen, die jetzt angegeben werden.

Simplexe

Definition 3.3 (siehe [21, S.66]) Ein m-Simplex K C R™ ist die konvexe Hiille von
m+1 Punkten P; =(pj1,...,pjm) € R™, die in keiner Hyperebene des R™ gemeinsam
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liegen, d.h., die die Bedingung

P11 P12 cen Pim
D21 D2,2 e D2, 1
det , " £ 0
Pm+1,1 Pm+41,2 cen Pm+1,m 1

erfillen. K besitzt also eine Darstellung

m—+1 m—+1
K:{xeRmzx:ZAij,ogAjg1,ZAj:1}. (3.8)
j=1

j=1

Fin n-Seitensimplex von K, 0 < n < m, ist die konvere Hiille von n + 1 Eck-
punkten P; von K. Wir bezeichnen einen 1-Seitensimplex auch als Kante und einen
m — 1-Seitensimplex auch kurz als Seite.

Im R? ist ein 2-Simplex gerade ein Dreieck, die Begriffe Seite und Kante fallen hier
zusamien.

Zu der Menge K sei Vi := P,(K) := P,|k fiir ein r € N (vgl. (2.1)). Fiir die Dimension

von Vi gilt:
N =dim P, = (m i T). (3.9)

r

Denn da int K # () nach Definition 3.3, ist dim P,.(K) = dim P,. Da auflerdem P, die
Basis {z“ : |a| < r} hat, gilt mit der Anzahlformel fiir Kombinationen mit Wiederho-
lung:

amP. =Y Hae Ny slal =i =3 ("I < (")

=0 =0 J

Folgen wir der Definition 3.2, so miissen wir noch eine Basis ¥ von P,.(K)* festle-
gen. Dabei erhalten wir gleichzeitig einen Interpolationsoperator, der beim Beweis von
Fehlerschranken sehr hilfreich ist.

Satz 3.4 (vgl. [21, S.70] und die dort zitierte Literatur) Seir € N und K C R™ ein
m-Simplex, definiert iber die Punkte Py, ..., P,1. Weiter sei (geschrieben in baryzen-
trischen Koordinaten \;)

m+1 m+1
My = Mg, = {xERm:x:ZAij mit Z)\jzl und (3.10)

J=1 J=1

1 —1
Aje{o,—,...,r ,1},1§j§m—|—1}.
T

r

Dann ezistiert zu auf Mg, C K vorgegebenen reellen Funktionswerten genau ein Po-
lynom v € P, das diese dort annimmt. Insbesondere ist | M| = dim P, = (m:”)
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Nach Satz 3.4, der die Eindeutigkeit sichert, sind (1 < p < o0)

==

Z lv(x)P| und max |v(z)]

TEME,
SL‘EMK’T "

Normen auf P,(K). Da P,.(K) endlich-dimensional ist und iiber endlich-dimensionalen
Réumen alle Normen dquivalent sind, existieren Konstanten 0 < ck ., und Ck ., < 00,
so daB fir alle v € P,(K) gilt:

1
p
CirpllVlrx)y < > |v(x)P < Crrpllvll e
v (3.11)
CKrool|Vlo)y < max [v(z)] < |vller-

SL‘EMK’T

Um spiéiter eine kanonische Basis des Ansatzfunktionenraums V},

und einen globalen Interpolationsoperator definieren zu kénnen,
ist das folgende Lemma hilfreich:

Lemma 3.5 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.4 seien

v1,v9 € P. und Kg ein n-Seitensimplex von K, 0 < n < m.
Falls vi(x) = vy(x) fiir alle x € Kg N Mk, so ist vi(z) = va(x)
fiir alle x € Kg.

Beweis-Skizze Ist n = 0, so besteht Kg aus einem Punkt der Menge M ,, und
die Aussage ist trivial. Sonst fasse v1|kg, v2|ky als Elemente von P, iiber dem R™ auf
(geeignete Variablentransformation). Dann folgt das Lemma aus Satz 3.4, angewandt
im R"™. [

Nach Satz 3.4 ist die Menge der Punktfunktionale ¥ := {0, : © € M, }, o,v = v(z),
eine Basis von P,.(K)*, und das Finite Element (K, P,(K), X) heifit m-Simplex vom
Grad r.

Der weiter unten definierte globale Interpolationsoperator fiir V}, setzt sich aus loka-
len Interpolationsoperatoren Ilx, fiir die einzelnen Elemente der Triangulierung
zusammen: Zu einem m-Simplex K und r € N sei

g, : C(K) — P.(K)

die Projektion, die jedem v € C'(K) das nach Satz 3.4 eindeutig bestimmte Polynom
g ,v € P.(K) zuordnet mit I ,v = v auf Mg,
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Rechtecke

Definition 3.6 (siehe [21, S.76], vgl. Definition 3.3) Ein m-Rechteck K C R™ ist
eine Menge der Form

K:H[aj,bj]:{xCRm:ajijgbj,1§j§m},
j=1
wobei a; < b;, a;,b; € R, 1 < j < m. Seien J C {1,...,m} mit 0 < |J| < m und
¢; € {a;,b;}. Ein Seitenrechteck von K ist eine Menge der Form

{reK:x;j=c¢;,je J}

FEin Seitenrechteck zu |J| = m — 1 heifit auch Kante, ein Seitenrechteck zu |J| = 1
auch Seite.

Der zugehorige Raum Vi bestehe wieder aus Polynomen, allerdings setzen wir jetzt
Vk = P (K) = P"|k (vgl. (2.1)). Da P" die Basis {z* : 0 < a; <r, 1 <j < m}
besitzt, ist die Dimension

N =dimP"(K)=dimP" = (r+1)"

grofer als die entsprechende bei den m-Simplexen. Entscheidend fiir die Fehlerabschét-
zung gegen radiale Stetigkeitsmoduln ist, dal P, C P". Die Produktstruktur der Recht-
ecke driickt sich hier in einer entsprechenden Struktur des Raums Vi aus, weshalb man
auch von Tensor-Produkt-Elementen spricht. Nach Definition 3.2 miissen wir jetzt noch
eine Basis ¥ von P"(K)* festlegen:

Satz 3.7 (siehe [21, S.75], vgl. Satz 3.4) Seien r € N und K C R™ ein m-Rechteck,
K = [I}2,[a;,b;]. Weiter sei jetzt

b —a by—a b —ap
My = Mg, = {<a1+zl¥,a2+w2 27"'7am+lm7):
T T T
ijE{O,...,r},lgjgm}.

Dann ezistiert zu auf Mg, C K vorgegebenen reellen Funktionswerten genau ein Po-
lynom v € P", das diese dort annimmt.

Wir unterscheiden in der Notation (z.B. M ) nicht zwischen den verschiedenen Finite-
Element-Typen, da die Bedeutung aus dem Zusammenhang immer klar sein wird.
Natiirlich gilt auch fiir die Seitenrechtecke eines m-Rechtecks die entsprechende Aussage
zu Lemma 3.5, und wir haben eine Norméquivalenz (3.11).
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Nach Satz 3.7 ist auch jetzt ¥ := {0, : © € Mk, }, 0,0 = v(z),
eine Basis von P"(K)*, und das Finite Element (K,P"(K),X)
heifit m-Rechteck vom Grad r.

Der lokale Interpolationsoperator Ilx, : C(K) — P"(K) sei
schliefflich fiir die m-Rechtecke analog zu den m-Simplexen fest-
gelegt, d.h., llx, ordnet jedem v € C(K) das nach Satz 3.7
eindeutig festgelegte Polynom Iy ,v € P"(K) zu, das in den

Punkten von Mg, mit v {ibereinstimmt.

Ein Serendipity-Element

Die Dimension der Rdume Vi kann bei den Rechteck-Elementen noch gesenkt wer-
den, ohne daf} sich Einbuflen bei der Konvergenzordnung ergeben oder die angestrebte
Inklusion Vj, € W,*(Q) (siehe unten) verletzt wird. Dies fithrt zu den in der Praxis
wichtigen Serendipity-Elementen. Wir betrachten als Beispiel nur die iibersichtliche
Situation m = 2, r = 2. Die Analysis komplizierterer Elemente ist vollig analog.

Auf dem 2-Rechteck K sei jetzt

Vi = P%(K) = {v K —-R:ou(z) = Z Coz®, Cy € R}.
0<ai,a2<2
o (2,2)
Damit ist also Vg = Pr(K) := Palg fir A = {a : 0 < ag,00 < 2, 0 # (2,2)}
und Py(K) C Vg C P?(K) (vel. (2.14)). Statt der Dimension 9 beim entsprechenden
2-Rechteck vom Grad 2 ist also jetzt N = dim Vi = 8.

Satz 3.8 (siehe [9, S.115]) Sei fir m = 2 die Menge Mo wie in Satz 3.7, jedoch
ohne den Punkt ((a1 + b1)/2, (ag + b2)/2) (vgl. Skizze). Dann existiert zu auf Mk o
vorgegebenen reellen Funktionswerten genau ein Polynom v € Vi, das diese dort an-
nimmdt.

Entsprechend gelten auch hier wieder zu Lemma 3.5 und (3.11) .
analoge Aussagen. Uber die Punkte aus M. o 188t sich auch

hier wieder analog zu den bereits eingefithrten Elementen eine . .
Basis ¥ und ein lokaler Interpolationsoperator Il , definieren.
(K, Vg, X)) heiit Serendipity-Element vom Grad 2. *

3.2.2 Triangulierungen und Ansatzfunktionen

Die Rdume Vi sollen nun benutzt werden, um die Ansatzfunktionenrdume V}, zu defi-
nieren. Dazu wird zunéchst der Definitionsbereich €2 in einzelne Finite Elemente zerlegt:

Definition 3.9 (siehe [21, S.61], vgl. [9, S.77]) Sei§) C R™ beschrinkt. Eine endliche
Menge T = {K;, ..., K, } von m-Simplexen bzw. m-Rechtecken K; (also den Mengen,
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die in Kapitel 3.2.1 bei der Definition der Finiten Elemente benutzt werden) heifit
Triangulierung von €2, falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

CL) LnJ Kj :ﬁ
j=1

b) (int K;) N (int K;) =0, 1 <i,j <n, i

¢) Falls K;NK; #0, 1 # j, soist K;N K; ein gemeinsamer Seitensimplex bzw. ein
gemeinsames Seitenrechteck von K; und Kj.

Die Bedingung c) bedeutet also insbesondere: Jede Seite eines K; € T ist entweder
auch Seite eines anderen Elements K; € 7, i # j, oder sie gehort komplett zu 0f).
Natiirlich kann nicht jede Menge so trianguliert werden. Wir nennen ein LG-Gebiet,
fiir das eine Triangulierung durch Simplexe existiert, polygonal. Ist eine offene Menge
2 durch Simplexe triangulierbar, so ist sie beschrinkt und erfiillt die Kegelbedingung
(vgl. Kapitel 2.1.2). Allerdings folgt nicht, dafl 2 einen Lipschitz-Rand hat (siehe Bei-
spiel in Kapitel 2.1.2), da sich z.B. der Rand noch in einigen Punkten beriihren kann.
Daher setzen wir den Lipschitz-Rand (LG-Gebiet) bei Verwendung des Begriffs ,,poly-
gonal® implizit voraus. Werden fiir die Triangulierung m-Rechtecke verwendet, muf die
Menge insbesondere als endliche Vereinigung dieser Mengen darstellbar sein. Konvexe
Gebiete konnen in dieser Situation also nur bereits selbst m-Rechtecke sein.
Im folgenden werden wir ausschliefilich polygonale Definitionsbereiche betrachten, um
die Analysis iibersichtlich zu gestalten. In praktischen Anwendungen lassen sich die
auftretenden Gebiete allerdings oft nicht durch endlich viele Simplexe komplett aus-
schopfen. Hier werden dann Triangulierungen mit isoparametrischen Elementen durch-
gefiihrt, die den Rand geniigend gut approximieren (vgl. z.B. [21, S.227ff]). Die Be-
schrankung auf polygonale Mengen fiihrt dazu, daf§ wir Ecken in Kauf nehmen miissen,
die gegebenenfalls zu Einschrénkungen der Regularitit der Losungen u von (3.5) fithren
(vgl. Kapitel 3.5).

Wir betrachten ein einfaches Beispiel, das spéater
(0,1) (1,1) noch eine wichtige Rolle spielen wird: Zu h = 1/n
ist

Kj, Thi={K,:1<jl<ni=0,1}  (3.12)
KO

Jsl

eine Triangulierung der Menge Q = (0,1)? (siehe

Skizze). Dabei ist K7, das Dreieck mit den Ecken

((G = Dh, (I = D)), (jh, (I = 1)h) und (jh,lh)

(0,0) (1,0) und K}, das Dreieck mit den Ecken ((j — 1)h,lh),
(jh,lh) und ((j — 1)h, (I —1)h).

Sei jetzt {7p, : h € (0,1]} eine Familie von Triangulierungen von §2 mit (vgl. [9, S.106])

max{diam K : K € 7} < hdiamQ VO0<h <1. (3.13)



48 3. Finite Elemente und globale Fehlerschranken

Dabei ist diam K := sup{|z — y| : «,y € K}. Insbesondere gilt dann also:
meas K = / ldz < Cqmh™. (3.14)
K

Zusitzlich zu (3.13) existiere ein £ > 0, so da8
min{p(K) : K € 7,} > khdiamQ V0 < h <1, (3.15)
wobei p(K) := sup{diam B : B ist eine in K enthaltene Kugel}. Also ist insbesondere
meas K > cq,h™. (3.16)

Eine Familie {7}, die (3.13) und (3.15) erfiillt, heifit gleichmé&Big-regulir (quasi-
uniform) und ist insbesondere regulér (siche [21, S.128]), d.h., es existiert eine Kon-

stante C', so daf
diam K

<C VKe |J T,

PUK) ohet

wobei hier C' = 1/k ist. Wir untersuchen fast ausschlielich gleichméfig regulire Fa-
milien von Triangulierungen wie z.B.

{7, : T, =Thyy aus (3.12), fallsl/n<h<1/(n—1),n>1, he(0,1),
bzw. n =1, falls h =1} (3.17)

der Menge (0,1)% Denn fiir n > 1 und K € T, = Ty, = < h < L, gilt

diam K = @ = diam )
n n

< hdiam €2,

d.h., (3.13) ist erfiillt. AuBlerdem gilt (3.15), da

1 1 h 1
K\>—>—  >_=_—_

4 )_2n_3(n—1) 3 3v2

Fir 7, zu h = 1 sind (3.13) und (3.15) ohnehin erfiillt. An diesem Beispiel wird
auBerdem deutlich, daf§ es natiirlich ist, fiir A~ den Parameterbereich (0,1] auf eine

Teilmenge mit Haufungspunkt 0 einzuschrénken, hier z.B. auf {1/n : n € N}. Wegen

h diam ).

der einfacheren Notation benutzen wir aber auch weiterhin den Parameterbereich (0, 1].
Betrachten wir die Triangulierungen 7;, zu n = 27, also zu h = 277, j € Ny, aus (3.12),
so entstehen diese durch sukzessive Verfeinerung der einzelnen Elemente in jeweils vier
neue (siche Abbildung 3.1). Wahlen wir statt (3.17) die Familie

{7, T, =Ty aus (3.12), falls2/ <h<277% j€N, he(0,1),
bzw. T, = Ty, falls h =1}, (3.18)
so ist diese ebenfalls gleichméfBig regulér. Die Eigenschaft wére allerdings verletzt, wenn

nicht jedes Dreieck verfeinert wiirde sondern nur die, bei denen eine Singularitéit der
Losung der Differentialgleichung erwartet wird.

Wir diskutieren nun elementare Eigenschaften gleichméBig regulédrer Triangulierungen:
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Abbildung 3.1: Sukzessive verfeinerte Triangulierungen

Lemma 3.10 Sei {7}, : h € (0,1]} eine gleichmdfig requlire Familie von Triangulie-
rungen der Menge Q@ C R™, d.h., (3.13) und (3.15) sind erfiillt. Weiter sei0 < Cy < o0
eine (von h € (0,1] unabhingige) Konstante. Dann existiert eine weitere von h un-
abhingige Konstante M € N, so daf$ es zu jedem h € (0,1] und jeder Menge Ej, C €
mit diam E), < Coh héchstens M wverschiedene K € T, gibt mit K N E), # 0.

Beweis Da diam E), < Cyh, ist Ej, in einer Kugel S(Cyh, ) fiir ein z € Q) enthalten.
Nach (3.13) ist diam K < hdiam( fiir K € 73, so daB K N S(Coh,x) # 0 nur fiir
solche K gelten kann, die ganz in S(Coh + 2hdiam 2, z) liegen. Da nach (3.16) fiir
K € Ty, gilt: meas K > cq,,h™, und da nach Definition 3.9 gilt int K; Nint K; = 0,
K; # K; € Tj, kénnen in S(Coh + 2h diam 2, z) hochstens

meas S(h[Co + 2 diam ], z) _ Comh™ <M

CQ’mhm CQ’mhm -

verschiedene K € 7, liegen. Dabei ist offensichtlich M € N unabhéngig von h und Fj,.
Also ist auch K N Ej, # () fiir hochstens M verschiedene K € 7j,. n

Wiéhlen wir in Lemma 3.10 speziell Ej, = {x} fiir ein 2 € Q, so ist 0 = meas Ej, < Cyh,
und es gilt:

Folgerung 3.11 Sei {7, : h € (0,1]} eine gleichmdfig requlire Familie von Triangu-
lierungen der Menge Q2 C R™. Dann existiert eine Konstante M € N, so daf§ es zu
jedem x € Q und jedem h € (0, 1] hochstens M verschiedene K € T, mit x € K gibt.

Dies bedeutet also, daff an einer Stelle der Menge €2 hochstens M Elemente jeder
Triangulierung 7, zusammenstoflen kénnen.

Zu einer Familie von Triangulierungen {7} definieren wir nun die Ansatzfunktio-
nenraume

Vi = Vi(r) i= {UZQHR:U‘K EVKVKGZL}QCO<§)7 (3.19)
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wobei (vgl. Kapitel 3.2.1)

(K), falls m-Simplexe vom Grad r benutzt werden.
(K), falls m-Rechtecke vom Grad r benutzt werden.
Per(K), falls das Serendipity-Element benutzt wird.

Pr
Vi =14 P’

Dabei gehen wir davon aus, daf§ nur genau ein Finite-Element-Typ verwendet wird
und setzen beim Serendipity-Element r = 2, um spéter einheitliche Fehlerschranken
zu bekommen. Man beachte, daf§ der Polynomgrad r fest ist, wihrend die Grofie der
Finiten Elemente einer gleichméflig reguldren Familie mit h gegen Null konvergiert.
Dies entspricht dem Vorgehen bei zusammengesetzten Quadraturverfahren, bei denen
die Elementarformel ebenfalls fest ist, aber die Linge der Zerlegungsintervalle gegen
Null strebt.

Da die Funktionen aus Vj, stetig und in C1(K), K € 7j, enthalten sind, gilt:

Lemma 3.12 (vgl. [50, S.119])
Vi CCo()NWH®(Q) VO<h<I1.

Also ist insbesondere Vj, € Wy(Q) (vgl. (2.5)). Man spricht in diesem Zusammenhang
von konformen Finiten Elementen, da die Ansatzfunktionen als Testfunktionen
in (3.5) benutzt werden konnen. Sollen die Losungen von Differentialgleichungen der
hoheren Ordnungen 27, 1 < j € N, approximiert werden, miissen auch die Ansatzfunk-
tionen glatter sein. Hier werden dann z.B. Hermite-Elemente (vgl. [21, S.95]) eingesetzt.

Als Beispiel betrachten wir die zu den Triangulierungen (3.18) iiber 2-Simplexe gebilde-
ten Ansatzfunktionenrdume. Diese sind geschachtelt, d.h., fiir 1 > hy > hy > hg > ...
gilt:

Vh1 C th C th C ... (3.20)
Durch die Basis ¥ der Finiten Elemente ist auch eine kanonische Basis (Standard-
basis) von Vj,(r) festgelegt: Sei

Qo= |J Mir, Q=000 (3.21)

KeTy,
und ¢, , € V}, fiir n € Q, (bzw. ) € Q) definiert durch

1 firz=n

0 fiir x € Qp, v # 0. (3.22)

Pnn(T) = {
Die Basiselemente ¢y, , sind eindeutig bestimmt und wohldefiniert, denn nach Satz 3.4,
3.7 bzw. 3.8 existiert zunéchst zu n € €, auf jedem Finiten Element K € 7, eine
eindeutige Funktion ¢g, € Vi mit

1 firz=nund n € Mg,

Pra(z) = { 0 fiir v € Mg, und x # 7. (3:23)
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Ist n € Mk, so ist i, = 0 auf K. Andererseits bildet das System {yx, : 1 €
Mg} eine (zu ¥ duale) Basis von Vi, und wir bezeichnen daher die Funktionen
¢k, als lokale Basisfunktionen. Fir K € 7;, mufl damit ¢ ,|x = @K, sein, was
die Eindeutigkeit von ¢y, gewéhrleistet. Zum Nachweis der Existenz mufl daher nur
gezeigt werden, daf8 ¢y, , als Zusammensetzung der ¢g, in V}, liegt. Nach Lemma 3.5
bzw. den entsprechenden Aussagen fiir die anderen Finiten Elementen sind die ¢, auf
den Seitensimplexen (bzw. Seitenrechtecken) Kg der Elemente K eindeutig festgelegt
durch die Funktionswerte in den Punkten Kg N Mg ,. Da nach Definition 3.9 die
Schnittmenge zweier benachbarter Elemente K und K, ein gemeinsamer Seitensimplex
(bzw. ein gemeinsames Seitenrechteck) Kg ist und da KgN Mg, , = KgN Mk, nach
Definition der Menge Mg, gilt, folgt i, », = ¢k, auf Ki N Ky. Also ist ¢y, stetig.
AuBerdem ist ¢y, ,(z) = 0 fir @ € Q \ ), und 7 € Q, so daBf (vgl. Lemma 3.5)
Ohylon = 0, also ¢, € Co(Q) und damit ©hy € Vi Die Funktionen ¢, ,, n € Q,
bilden also ein nach (3.22) linear unabhéngiges System in V}, das V}, offensichtlich
auch erzeugt:

v=>Y vm)en, VvE (3.24)

nely

Mit den lokalen Basisfunktionen ¢, kénnen wir die lokalen Interpolationsoperatoren
I, auch darstellen {iber

Hy,v = Z vk, (= Z v(N)nylk, falls K € Ty). (3.25)

neEMg,r neEMp,r

Daraus wird der globale Interpolationsoperator
,:CQ) = V,={vel(Q) :v|geVxk VKeT} (3.26)
zusammengesetzt vermoge
(Il v)| g :==g,v VK €T (3.27)

Entsprechend zu V}, besitzt der Ansatzfunktionenraum ohne Randbedingungen V), die
Basis {¢5,, : n € Qp}. Wie beim Nachweis der Stetigkeit der Basisfunktionen ¢y, folgt
auch hier die Wohldefiniertheit des Operators IIj , und die Stetigkeit von IIj ,v aus De-
finition 3.9, Lemma 3.5 und der Definition von M. Insbesondere ist fiir v € Cp(€2)
dann auch IIj, ,v|sq = 0, also I1j,,v € V},. Damit sind spéter die erforderlichen Randbe-
dingungen beim Abschétzen gegen einen Interpolationsfehler automatisch erfiillt. Als

Konsequenz von (3.25) gilt auflerdem

v =Y v(n)en, Yo € Co(Q). (3.28)

neQy,

Da die lokalen Interpolationsoperatoren Projektionen sind, gilt dies auch fiir IIj ,:

Hh’r’U = Vv e Vh. (329)
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Wir werden die kanonische Basis {¢p, : 1 € Q5,} von V,(r) spéter auch bei Schérfe-
Uberlegungen immer wieder benétigen. Die Basiselemente zeichnen sich durch relativ
kleine Trager aus, die sich iiber wenige Elemente erstrecken: Nach Satz 3.4 (bzw. Satz
3.7, 3.8) ist ¢y, = 0 auf den K € 7, mit n ¢ K. Nach Folgerung 3.11 existieren aber
unabhéngig von h (hochstens) M verschiedene K; € 7, mit n € K. Also ist

(3.13) neKJ

Tron, ¢ |J K= U S(h diam Q, n) (3.30)
KeTpmeK
und insbesondere
diam Tr ¢y, ,, < 2h diam 2. (3.31)

Beispiel einer Basisfunktion: Wir betrachten wieder die Triangulierung (3.12) und ver-
wenden 2-Simplexe vom Grad 1, die Ansatzfunktionen sind also stiickweise linear. Zu
n = (jh,lh) € Q, besitzt die Basisfunktion ¢y, , (Courant-Hiitchenfunktion) den Tréger

Trpny = K UK UK UK UK UK (3.32)

Ist K eines dieser Dreiecke mit den Ecken 7, y und z, so gilt fir x € K (siehe [51,
S.159]):

(931 - yl)(z2 - yz) — ($2 - y2)(zl - yl)
() = . 3.33
) = ) (= 1) — O — )1 — ) (3:33)
Tr 2% Kgl+1 I+1
Kjol+1 Kj(']—l—l,l—l—l Phon
K},z Kgl+1z
KJQJ

Abbildung 3.2: Basisfunktion bei stiickweise linearen Elementen

3.2.3 Affine Transformation, Referenzelement

Beim Rechnen mit Ansatzfunktionenrdumen wird der lokale Aufbau der Rdume und
die regulédre Struktur der zugrunde liegenden Triangulierung ausgenutzt. Genauer be-
trachtet man ein sogenanntes Referenzelement K, ein weiteres Finites Element, das
nicht zu der Familie der Triangulierungen {7, : h € (0,1]} gehéren mufl. Allerdings



3.2. Die Finite-Elemente-Methode 53

soll sich jedes Element K C (J;¢(o) 7n mittels einer affinen Transformation aus dem
Referenzelement gewinnen lassen, was bei den von uns betrachteten Triangulierungen
stets moglich ist. So kann man die erforderlichen Rechnungen auf dem festen Referenz-
element durchfiihren und dann mittels der affinen Transformation auf die Elemente der
Triangulierung iibertragen. Erst dabei entstehen dann Abhéngigkeiten vom Parame-
ter h. Genau so werden weiter unten die direkten Fehlerabschétzungen bewiesen: Das
Bramble-Hilbert-Lemma (Satz 3.18) sorgt fiir die entsprechenden Abschétzungen auf
dem Referenzelement, wihrend die affine Transformation zur jeweiligen Konvergenz-
ordnung fiithrt. Auch beim Schéirfenachweis iiber Gegenbeispiele ist die Lokalisation auf
ein Referenzelement hilfreich.

Definition 3.13 Seien 2,8y C R™ zwei Mengen. Q1 und €y heiffen affin Aquiva-
lent, falls es eine affine Abbildung F : R™ — R™,

Fr:=Ax+b, xe€R™,
mat invertierbarer Matriz A € R™*™ und b € R™ gibt, so daf

FQl :Qg.

Man beachte, dal wegen der Invertierbarkeit von A auch F~! existiert mit Q; = F~1Q,
und F~'z = A7Y(x — b). Das folgende Lemma beschreibt, wie sich die Normen unter
der affinen Transformation verhalten:

Lemma 3.14 (vgl. 2.B. [21, 5.122, Theorem 15.1]) Seien 1,8 C R™ zwei affin
dquivalente offene Mengen vermdge der affinen Abbildung Fx = Ax + b, FQy = (),
und sei s € Ng. Dann gilt fir1 <p < oo

veE WP (Qy) = vo F e WP((y),

und es existiert eine nur von m und s abhdngige Konstante C, so daf fir alle v €
WP (Qy) gilt
1
[vo Flpa, < CllA[P[det Al"7[v]sp.0,, (3.34)
1
[Vlsp0. < ClAT | det Alr|v o Fls 0., (3.35)

wobei ||Al| die Matriz-2-Norm von A bezeichnet. Ist A eine Diagonalmatriz, so gilt
auflerdem fir jeden Multiindex o € Nj* mit || = s:
_1
[vo Flapa, < ClA[°[det Al"7[v]ap,0,, (3.36)
1
[Vapo. < CIATY"|det Al7|v o Flapq,- (3.37)

Es gilt nun, die Gréflen ||All, [|[A™Y| und det A durch Daten der Mengen Q; und
abzuschétzen und zu sehen, wie sich die relevanten Groéfien der Finiten Elemente unter
einer affinen Transformation verhalten.



54 3. Finite Elemente und globale Fehlerschranken

Lemma 3.15 (vgl. [21, S.124], [9, 5.80], [50, S.172]) Seien K, Ko C R™ zwei m-
Simplexe (bzw. zwei m-Rechtecke). Diese sind affin dquivalent beziiglich einer Abbildung
Fr=Ax+0b, FK, = K,. Auflerdem ist (r e N, v € C(K>))

F(MKl,r) = MKg,ra MKLT = F_l(MK2,T’)> (338)
Uk, (voF) = (Ilg,,v)oF. (3.39)

Dabei seien I, der Interpolationsoperator des m-Simplexes vom Grad v (bzw. des
m-Rechtecks vom Grad r, bzw. des Serendipity-Elements) und My, die Punktmenge
aus Satz 3.4 (bzw. Satz 3.7, bzw. 3.8). Insbesondere ist damit

Vi, ={voF:v € Vit (3.40)
und fiir die lokalen Basisfunktionen gk, aus (8.23) gilt:
Ok = PraFm ©F, nE Mgy, (3.41)

Weiterhin gilt fir die Matriz A der Transformation (p wie in (3.15)):

diam K.
1Al < 7p(K1)2’ (3.42)
_ diam K
A7 < 7/}(!{2)1’ (3.43)
meas Ky
A = /= 44
det meas K (3.44)

Bei Verwendung von m-Rechtecken oder Serendipity-Elemente ist A eine Diagonalma-
triz (vgl. Definition 3.6, siehe [21, S.99]).

Im Sinne dieses Lemmas gehen bei der affinen Transformation nicht nur die Mengen K
ineinander iiber, sondern auch die Funktionenrdume Vi und die Basen ¥, die ja bei den
hier betrachteten Elementen {iber M, festgelegt sind. Man spricht daher auch von af-
fin dquivalenten Finiten Elementen. Wir betrachten nur Familien von Triangulierungen
zu genau einem Finite-Element-Typ, so daB hier ein beliebiges Element K dieses Typs
als Referenzelement herangezogen werden kann. (Bei Verwendung mehrerer Element-
Typen benétigt man entsprechend mehrere Referenzelemente.) Nach Lemma 3.15 sind
dann alle Elemente der Triangulierung affin dquivalent zu K. Als erstes Beispiel fiir die
Benutzung eines Referenzelements zeigen wir die folgende wichtige Norméquivalenz:

Lemma 3.16 (vgl. z.B. [70, S.45]) Sei die Familie der Triangulierungen {7, : 0 <
h < 1} des polygonalen Gebietes Q@ C R™ gleichmdflig regulér, d.h., (3.18) und (3.15)
sind erfillt. Es existieren von h unabhdngige Konstanten 0 < ¢,C' < oo, so daf$ fiir
jedes v € Vi (r) (vgl. (3.19), r € N) gilt (1 <p < )

cllvllzr@) < [hm > Iv(n)\p] < Cllollro) (3.45)

neQy,
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und entsprechend
cfvllem < max|vn)] < l|lvllom). (3.46)

Dabei ist Qy, = Uker, M und Q== QN Q (vgl. (3.21)).

Beweis Sei v € Vj,. Wir erhalten mittels einer affinen Transformation Fl : K — K ,
Frx = Agx + b, von einem Referenzelement K auf K € 7;:

(3.35)
W=K,Q:=K
ol = D el = G Y et Ax]llvo Fell?, 4
KeT, KeT,
(3.44) i
Ki1=K, Ko=K meas
2 C volF 3.47
1 Z measKH KH K) ( )

KeTy

Einerseits gilt mit (3.11):

(3.47),(3.11) meas K
ol = G Y | ——=Crpy D 0o P
KeT, _meas WEM[{J
(3.38) meas K »
= Ch Z mcKr,p Z [v(n)|
KET]—L | ﬁEMK,r

S Y | Y

KeT,, WGMK,’,«

Nach Folgerung 3.11 wird jedes n € €2}, in dieser Doppelsumme héchstens M-mal durch-
laufen, denn zu jedem 7 € €, existieren héchstens M (unabhéngig von h) verschiedene
K € 7T, mit n € K, dh., n € Mg,. Da auBerdem v|gpa = 0, miissen die Punkte
n € Q, \ ), nicht beriicksichtigt werden. Also gilt die linke Ungleichung von (3.45):

[0l5qy < C2ME™ > [u(n)]”

neQy,

Die Abschédtzung nach oben ist entsprechend einfacher:

3.34)
1ol oy = X Iollaue e > ldet Axlllo o Fiell},

KeTy, KeTy,
(3.44),(3.11),
(3.38) meas K (3.16) m
> Oy = 2 | = G Y S el
KeT,, | MO BNk, KeT), [neMg,,

> oY )l

neQy,
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Nun noch zu (3.46):

(3.11)
neQy, KeT, [neMy .

B39 ¢ max l max |v(y )|} 19270 O max o ().

KeT, | neMg » neQy,

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.16 gilt also fiir jedes v € Vj:

D lv(n)

neQy,

(3.46)
Ple@ = Crmaxjo(n)] < Cy

m P45
= Clh [hmz |U p] < Cgh PHUHLP(Q)

WEQ}L

D.h., wir erhalten die Nikolskii-Typ-Ungleichung

Wle@ < Ch™ % vl Vv € Vi

3.2.4 Die diskretisierte Aufgabe

maxfu(n)] < [lllog =max|lve Fllew < Cmax)| max fvo Fy(n)

(3.48)

Jetzt sind alle Daten bereitgestellt, um das diskrete Problem zu formulieren (vgl.

(2.56)):

Seien V, wie in (3.19) und a(-, ) wie in (3.4), (3.5) mit den dort formulierten

Forderungen an die Koeffizientenfunktionen.
Zu f € L*(Q) ist ein uy, € V}, 0 < h < 1, gesucht mit

a(up,v) = (f,v)2@) Vv € V.

Diese Aufgabe ist fiir jedes h € (0, 1] ebenfalls wieder eindeutig losbar (vgl. Kapitel 2.5),
und uns interessiert der Fehler ||u — u||12(q), wobei u Losung von (3.5) ist. Daneben

betrachten wir gegebenenfalls auch zu Funktionen u € W,*(Q) die Ritz-Projektion

Pyu auf Vj, (siehe (2.57)), die mit wy, tibereinstimmt, falls v Losung einer Aufgabe
(3.5) ist. Pyu ist aber auf ganz W,*(Q) erklirt, wihrend wir die Schreibweise u;, ab
jetzt nur in Verbindung mit den speziellen von der Differentialgleichung abstammenden

Inhomogenitéten (f, -);2(q) benutzen, die zusétzliche Regularitdt von u implizieren (vgl.

Satz 3.1, siche Bemerkung zu Lemma 2.36).

Die Losung wuy, von (3.49) 148t sich konkret durch Losen des Gleichungssystems

Z un(n)a(Pnps one) = (f, SOh,s)L2(Q) VE e,

UEQ}L

(3.50)
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berechnen. Dabei wurde u;, in der Darstellung (3.24) in (3.49) eingesetzt, und statt
aller v € V}, als Testfunktionen zu benutzen, reicht natiirlich auch die Verwendung
der Basis. Die Matrix des Gleichungssystems ist schwach besetzt (vgl. (3.31)) und
das System daher, gegebenenfalls bei Verwendung eines geeigneten Vorkonditionierers,
numerisch vergleichsweise gut l6sbar.

3.3 Fehlerschranken in der L?-Norm

3.3.1 Eine a-priori-Schranke
Mit dem Lemma von Céa (Satz 2.37) erhalten wir direkt die Fehlerschranke

|u — upll120 < Cinf |Ju —v|120 < Cllu — yull; 2.0,
veVy

wobei I, ein geeigneter Interpolationsoperator nach Vj, ist. Dann reduziert sich die
Aufgabe auf das Ziel, eine geeignete Fehlerschranke fiir den Interpolationsfehler zu
finden. Dabei werden wir den Aquivalenzsatz zwischen K-Funktional und Stetigkeits-
modul (Satz 2.19) ins Spiel bringen. Fiir ||u — up||12(q) 188t sich schlieBlich mit dem
Nitsche-Trick (Satz 2.39) eine Fehlerschranke aus der fiir ||u — up||1,2,0 ableiten. Damit
ist im wesentlichen das Programm zum Beweis des folgenden direkten Satzes skizziert:

Satz 3.17 Seien 2 C R™, m € N, ein polygonales Gebiet und a die koerzive, be-
schrinkte Bilinearform (3.4) mit Koeffizienten a, g € L>(S2), die zusdtzlich Lipschitz-
stetig sind, falls |of = |B] = 1. Zur € N seien V), = Vj(r) wie in Kapitel 3.2.2
Ansatzfunktionenrdume, die aus m-Simplexen vom Grad r, m-Rechtecken vom Grad r
oder Serendipity-FElementen vom Grad r = 2 zu einer gleichmafig requldren Familie

von Triangulierungen gebildet sind. Sei w Losung von (3.5) und uy, die entsprechende
von (3.49).

a) Ist Q zusdtzlich konvez (dann ist Q bei Verwendung von Rechteck-Elementen selbst
ein m-Rechteck), so gilt:

||u—uhHLz(Q) S Ch||u—uh]|1,27g (351)
C’h2|u|272,9 fd?” r=1

CHK (7, (W22(Q), |- az.)s (W2, | |esaa)) fiirr > 1.
Fiir r > 1 gilt weiter:

lu — unl| 20y < Chllu — unll120 < Ch20P (h,u, L*(9)). (3.52)
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b) Wird gegebenenfalls zusditzliche Regularitit der Losung gefordert, ndmlich u €

WA Q)NW*2(Q), s €N, r > s, so gilt:

[u = upll120 < CRT K (R0 u, (WH(Q), ] - [s2.0), (WHH2Q),] - [r1.2.0))-
(3.53)
Weiter gilt auch hier:

lu = wnlh 20 < Ch* "W, (h,u, L2()). (3.54)

T

Die Konstante C' ist jeweils von h und u unabhdngig.

e Dain Satz 3.17a) das Gebiet 2 konvex ist, liegt u als Losung von (3.5) nach Satz

3.1in W?2(Q), so dafBl die rechten Seiten sinnvoll sind. Da zum Beweis von b) der
Nitsche-Trick nicht erforderlich ist, kann hier auf die Konvexitiat von 2, die fiir
den Satz 3.1 benotigt wird, verzichtet werden. Damit entfillt insbesondere bei
Rechteck-Elementen die Einschréankung, dafl €2 selbst ein m-Rechteck sein mufl.

Die Fehlerabschédtzungen sind in Abhéngigkeit der exakten Losung formuliert, die
man natiirlich i.a. nicht kennt. Gleichwohl sind aber oft aus den gegebenen Daten
Informationen iiber die Regularitit bzw. Glattheit der exakten Losung ableitbar
(vgl. z.B. Satz 3.1, vgl. (3.88)).

Fiir m-Simplexe erscheinen die verwendeten radialen Moduln angemessen. Ge-
mischte Moduln sind nédmlich i.a. bereits auf Dreiecken nicht mit dem hier benutz-
ten K-Funktional dquivalent (vgl. [24]). Fiir m-Rechtecke der Ordnung r und das
Serendipity-Element umfassen die radialen Modulen aber auch solche Ableitun-
gen bzw. Differenzen, die bei den Jackson-Typ-Abschéitzungen (vgl. z.B. (3.65))
nicht auftreten. Hier geben scheinbar gemischte Moduln die Situation besser wie-
der (vgl. mit A-Moduln in [24]). Allerdings ist dies im Hinblick auf Lemma 2.24
ein vordergriindiges Argument. Wir beschranken uns auf die radialen Moduln,
die die Konvergenzordnung richtig ausdriicken.

In [67, Kapitel 4] wird der Fall r = 1 fiir 2-Simplexe behandelt. Hier ist we-
gen der Regularitit eine Abschiatzung gegen Stetigkeitsmoduln nicht nétig, da
die Jackson-Ungleichung ((3.51) fiir 7 = 1) bereits eine optimale Fehlerschran-
ke ohne zusétzliche Voraussetzungen an die Losung bietet. Dort werden jedoch
allgemeinere Inhomogenitéaten in der Aufgabenstellung zugelassen und daher die
Fehler u — Pyu betrachtet. Fiir « € Wy*(Q) und r = 1 erhilt man dann die
scharfe Fehlerschranke

lu — Poull2i0) < CRE (hyu, (Wo*(Q), | - [12.0), (Wo () N W?*(Q), | - |220)).

Dieses K-Funktional 148t sich wegen der Randbedingung im Raum VVO1 2(Q) bis-
lang nur im Fall m = 1 gegen einen Stetigkeitsmodul wgl)(h, u, L*(Q)) abschitzen
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(vgl. Lemma 2.20). Im Beweis von Satz 3.17 wird dieses Problem umgangen, in-
dem nicht sofort Jackson-Typ-Abschétzungen fiir den Fehler der Finite-Elemente-
Néherung diskutiert werden, sondern zunéchst gegen den Fehler eines Approxi-
mationsprozesses abgeschétzt wird, der auch fiir Funktionen, die die Randbedin-
gung nicht erfiillen, erklart ist. Hier sind dann Jackson-Typ-Ungleichungen ohne
Einschriankung durch Randbedingungen moglich, die den Einsatz des Aquiva-
lenzsatzes 2.19 gestatten. Als Approximationsprozef3 bieten sich die Lagrange-
Interpolationsoperatoren I, an, die nach dem Sobolev-Einbettungssatz (Satz
2.9) auf W*P(Q) fiir ps > m definiert sind und insbesondere W, (Q) N W*P(Q)
auf V}, abbilden. Diese Vertréglichkeit mit der Randbedingung ist erforderlich, um
2.B. den Fehler inf,cy, ||u—v|1.9.0, u € Wy (Q)NW#2(Q), der nach Lemma 2.37
zu diskutieren ist, gegen den Interpolationsfehler abzuschétzen. Allerdings ist 11,
fiir ps < m nicht erklért. Dieses Manko 1&8t sich beheben, indem statt Il , ein
Quasi-Interpolationsoperator IIj, . verwendet wird. Der Ansatz von Clément [23]
ist aber nicht geeignet, da der dort auf W#P(Q)) definierte Operator abgedndert
werden muf}; um beziiglich Randbedingungen vertréglich zu sein. Man hat hier
auf W*P(Q) und W, ?(Q) N W*?(Q) unterschiedliche Operatoren und kann nicht
wie beim Lagrange-Interpolationsoperator abschétzen. Dieses Manko wird aller-
dings durch eine Verallgemeinerung von Scott und Zhang in [84] behoben, worauf
Herr Esser hinwies.

Bevor auf den Quasi-Interpolationsoperator II;,, eingegangen wird, diskutieren wir
zunédchst Fehlerabschétzungen fiir die Lagrange-Interpolation. Diese Standardabschéit-
zungen sind ausreichend, um Satz 3.17a) im Fall m < 4 und b) im Fall m < 2s zu
beweisen. Damit ist insbesondere der in Kapitel 5 behandelte eindimensionale Fall
abgedeckt. Wir gehen ausfiihrlich vor, da wir die Abschétzungen an spéiteren Stellen
noch benétigen. Aulerdem wird hier die Rolle des Referenzelements deutlich, das in
einer entsprechenden Funktion auch beim Schéirfebeweis in Kapitel 4 eingesetzt wird.

3.3.2 Bramble-Hilbert-Lemma und Abschitzungen auf einem
Referenzelement

Zunichst eine Variante des Bramble-Hilbert-Lemmas (vgl. [7, 8]):

Satz 3.18 Sei Q@ C R™ ein beschrinktes Gebiet, das die Kegelbedingung erfiillt.
Auflerdem seien s € N und 1 < p < o0o. Dann existiert eine Konstante C, so daf
fir jedes uw € W*P(Q) gilt:

inf |lu—vlspa < Clulspa- (3.55)
VEPs_1

Entsprechend gilt fir Funktionen u € C*(Q):
inf [lu—vll,q < Clul,q. (3.56)

vEPs—1
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Dabei ist C' jeweils von u unabhdngig, jedoch nicht von £ und s.

Der Beweis wird im Anhang A.4 gefiihrt. Die Voraussetzungen sind dort etwas allgemei-
ner gewihlt, so dafl der Satz auch beim Beweis des Aquivalenzsatzes (Satz 2.19) benutzt
werden kann. Mit dem Bramble-Hilbert-Lemma ergeben sich sofort Abschéitzungen des
lokalen Interpolationsfehlers auf einem (festen) Referenzelement, die dann im néchsten
Paragraphen mittels affiner Transformation zu Fehlerschranken fiir den globalen Inter-
polationsoperator erweitert werden.

Folgerung 3.19 Seien K C R™ ein m-Simplex oder m-Rechteck, r € N, 1 < p < o0
und Il . der lokale Interpolationsoperator zum m-Simplex oder m-Rechteck vom Grad
r oder zum Serendipity-Element. Dann existiert eine Konstante C = C(r, K), so dafs

a) firps>m, s <r+1:
lu— Mg uljprx < Clulsprx V0<j<s, ueW*P(K), (3.57)
b) fir0 <s<r+1:
lu — Uk uljx < Clulsx V0<j<s ue CK). (3.58)
Beweis zu a) Da u € W*P(K) und ps > m, ist nach Satz 2.9 sogar u € C(K), und

damit ist IIx,u € Vi wohldefiniert. Entscheidend ist, dal P, C P" und Py C pSer,
also P.(K) C Vk. Fiir v € P,(K) gilt also Il ,v = v und

\u—HKmu\jth = ‘U—U—FHK’T’U —HK7ru|j,p,K
~——
=v
< Ju—vljpr + k(v —u)ljpx
< Ju—vljpr F Tk llwsr@)wiva |0 — vllsp.x
< (14 Mg llwsw )y, wir ) |0 — s p - (3.59)

Dabei beachte man, dafl || I, ||jysr ), wir(x) < 00, denn

5)

(3.2 Satz 2.9
Mxrulipre < D ullleralipg < Cilr K)ullea) < Collullsp-

WEMK,T

Die Operatornorm héngt offensichtlich von K und r ab. Dabei ist mit K die Interpre-
tation des spéter festen Referenzelements verbunden. Der Polynomgrad r ist auch fest,
so daf} hier im folgenden nicht der aus dem Satz von Faber bekannte Divergenzfak-
tor auftritt. Die Lebesgue-Ungleichung (3.59) fithrt mit (3.55) zur Behauptung (3.57),
denn

. s—1<r (3.55)
it vl < i fu vl < Clulp
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zu b) Analog ist nun
lu — Mg ulj e < C’Uiengr |l —v||s.x,

so daf die Behauptung fiir s > 0 aus (3.56) und fiir s = 0 aus der Setzung v = 0 folgt.
]

Das Bramble-Hilbert-Lemma wird héufig auch funktionalanalytisch formuliert (sie-
he [7, 8]): Sind z.B. K ein m-Simplex, Y ein linearer, normierter Raum und L €
[(WrP(K), Y] mit P,(K) C Kern(L). Dann gilt:

| Lv|ly < Clvlrs1prx Vv € WTHP(K). (3.60)

Diese Aussage ist dquivalent zu (3.57) fiir s = r+1 > m/p: Wihlen wir Y = W7 t17(K)
und L = I — Ik, (I Identitét), so folgt aus (3.60) die Ungleichung (3.57). Umgekehrt
ist

(3.57)
[ Lully = [[L(u — g u)|ly < Loy lle = Dpullepr < Clulrpx.

3.3.3 Der globale Lagrange-Interpolationsfehler

Satz 3.20 Seien ) polygonal und 11, die zu einer gleichmdfig reguldren Familie
von Triangulierungen durch m-Simplexe oder m-Rechtecke vom Grad r oder durch
Serendipity-Elemente erzeugten Interpolationsoperatoren (3.27). Weiter seien j < s <
r+1 und j € {0,1}. Dann ist

a) firl <p< oo undps>m:

lu — My uljp0 < O \ulsp0 Vu € WHP(Q), (3.61)

b)
lu =1 ptljoen < CR°ul, g Vue C*(Q), (3.62)

wobei die Konstante C' von h und u unabhdngiq ist.

Beweis (vgl. mit dem Beweis zu [21, Theorem 15.3]) Beachte zunéchst, da§ Satz 2.9

wegen ps > m im Fall a) liefert: v € C(Q2). Damit ist also II;, wohldefiniert. Wir

betrachten als Referenzelement einen m-Simplex bzw. ein m-Rechteck K C R™. Sei
nun K € 7, und For = Az + b mit FK = K. Fir u € W*?(Q) gilt:

(3.35) , s
ju —Tgulipr < CilAT[det Alr|uo F — (Tg,u) 0 F; , &

2 AT det Al uo P~ g (w0 Pl
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~\ J
(3.43) diam K 1
< O det A|» F—1l; ).
>~ 1 ( ,O(K) ) ‘ € | |uO K,r(uo )|j,p,K
(3.15) ~ . 1
< Co(j, K, Qh7|det Alr|uo F — Tz (uo F)|, &
(3.57)

Cy(r, K, Q)h~| det Al#|uo F|, &

<

(3.3) o 1
S 04(T7Ka9)h j||A||S|detA|p p|u|57P7K
(3.42) (diamK
< 4
(3.13)
<

= h_j|u|s, K
p(K) ) g

C'5 (Tv IN(? Q)hs_j‘u‘svva’
Damit:
(3.27)
ju — Hhvruﬁp,ﬂ - Z ju— HKv’“u|§7p7K
KeT,
< CERPETD N uff = CERPETD|uf? o (3.63)
KEeT,

Im C-Fall ist lediglich statt (3.57) die Abschétzung (3.58) und im letzten Schritt statt
der Summe das Maximum zu nehmen. ]

Wir sehen insbesondere an (3.63), da8 unter der schwécheren Voraussetzung u € C(€2)
mit v € W*P(K) fir alle K € 7;,, j < s <r+1, j € {0,1}, ps > m, immerhin noch
gilt:

i~ Tyl < CH [Z |u|z:,p,K] . (3.64)

KeT,

Im Falle der Rechteck- und Serendipity-Elemente lassen sich mit einem Bramble-
Hilbert-Lemma fiir A-Bereiche (vgl. [24, S.384]) und (3.36), (3.37) auch die folgenden
Abschétzungen fir 1 < s <r+1, j € {0,1} und ps > m (1 < p < 00) zeigen:

=Tt jpe < CH7 Yl po Vu € WP(Q) (3.65)
k=1

fiir m-Rechtecke vom Grad r und
u—Thulipe < O\ Nulope + 17 |ulospe + 272 ul 110
Yu e W2s=br(Q)
fiir Serendipity-Elemente, wobei zusétzlich s € {2, 3} ist. Diese Ungleichungen ermdogli-

chen Abschitzungen gegen A-Moduln, beziiglich einer Abschitzung durch radiale Mo-
duln ergibt sich daraus keine Verbesserung (vgl. auch Bemerkung nach Satz 3.17).

Wir haben also fiir s € N, 2s > m, s < r + 1 bewiesen, dafl

lu — T ull100 < Ch Hulsoo  Yu € WHH(Q) (3.66)
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ist und damit fiir s < r + 1 gilt (vgl. (2.16))

|lu =TI ,ulli 20 < CiR* 'K (W75, (W2(9), | - |s.2.0), (W H2(Q), | - lr+1,2,0))

Satz 2.19

< O W (hu, LA(Q) Yu e WHA(Q). (3.67)

Ein alternativer Zugang zu Fehlerschranken dieser Art besteht in der Verwendung
von Whitney-Typ-Ungleichungen statt der hier benutzten Jackson-Typ-Abschitzun-
gen. Dabei werden lokale Stetigkeitsmoduln, die auf den Finiten Elementen erklart
sind, geeignet zum globalen Stetigkeitsmodul zusammengesetzt (vgl. [70], [71, S.30]).

3.3.4 Ein Quasi-Interpolationsoperator

Um die Einschrénkung der Raumdimension, die bei Verwendung der Lagrange-Inter-
polation unvermeidbar ist, aufzuheben, wird hier der von Scott und Zhang in [84] (vgl.
[9, S.118ff]) eingefiihrte Quasi-Interpolationsoperator IT;,, herangezogen. Seien dazu
2 C R™ ein polygonales Gebiet und V}, = V},(r) Ansatzfunktionenriume zu m-Simplexe
oder m-Rechtecke vom Grad r oder zum Serendipity-Element wie in (3.19). Weiter sei
{onn :m € Qp} die kanonische Basis von V), (vgl. (3.26)), wobei die Funktionen ¢y, ,
wie in (3.22) definiert sind — und zwar auch fiir die Randpunkte n € Q; \ €. Im
folgenden sei m > 2 (m = 1 ist aber in Verbindung mit einer geeigneten Interpretation
der auftretenden Integrale auch moglich).

Zur Konstruktion von IIj, . ist zunichst zu jedem Knoten n € Qj ein Simplex bzw.
Rechteck K, festzulegen. Dazu verfihrt man wie folgt (n € Q):

a) Setze K, := K, falls n € int K fiir ein K € Tp;
b) setze K, := Kg, falls ) im Inneren einer Seite Kg eines K € T, liegt;

c) setze K, := Kg, falls die ersten beiden Fille nicht zutreffen. Dabei ist Kg eine
beliebig zu wéhlende Seite eines K € 7, so dafl n € Kg. Ist jedoch n € 052, so
muf} auch Kg so gewéhlt werden, dal Kg € 092 (was natiirlich stets moglich ist,
da Q polygonal ist).

Die Wahl der Mengen K, ist also nicht eindeutig, und damit wird es auch entsprechend
viele Méglichkeiten geben, den Operator I, zu definieren.

Zu n € Qy kann K, als ein m — 1- oder m-Simplex bzw. m — 1- oder m-Rechteck vom
Grad r aufgefafit werden (vgl. Satz 3.4, 3.7, 3.8), wobei Mg, , = Mg ,NK, fir K, C K.
Hier verzichten wir auf die gegebenenfalls formal erforderliche Variablentransformation,
um die Ubersichtlichkeit zu wahren. Man beachte auerdem, daf K, bei Verwendung
des Serendipity-Elements ein 1-Simplex vom Grad 2 ist. Zur lokalen Basis {yx, ¢ : & €
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Mk, »} von Vi, existiert eine L?(K,)-duale Basis {¢k, ¢ : £ € Mk, ,} von Vg, , die
damit insbesondere (§,v € Mk, ,)

L &=v

/Kn Vi, ()P, v(@)de = { 0. (3.68)

sonst

erfiillt. Nach Definition von K, ist n € M, , und wir ordnen dem Punkt n die Funktion
Uy, = Yk, » zu. Der Quasi-Interpolationsoperator I, , ist nun fiir u € W2?(Q) definiert
iiber

), ,u = Z [/ wn(x)u(z)dx] Oh- (3.69)
neQy, Ko

Ist K, € Ty, so ist das Integral in (3.69) erklért. Falls K, aber Seite eines Elements
ist, mufl die Auswertung von u im Sinne des auf Seite 18 eingefiihrten Spur-Operators
verstanden werden. Fiir u € W12?(Q) folgt dann aus des Beschrinktheit des Spur-
Operators, daf u € L*(K,). Der lineare Operator IIj,, : W3(Q) — V), ist also wohl-
definiert. Auflerdem gilt Ty, : VVO1 2((2) — Vj, d.h. T, ist mit der Randbedingung
vertréglich. Das folgt aus (2.5) und der Festlegung der Mengen K, im Fall b) und
insbesondere im Fall ¢). Weiterhin ist ﬁh,r eine Projektion auf V', denn jedes u € V,
hat die Darstellung u = 5 u(§)pne, und es gilt:

ﬁh,ru (329) Z / qpn(x) Zu(&)gph,g(x) dx Ph.n

neﬁh Kr] feﬁh
= E E u(§) [/ ¢Kn,n($)<ﬂh,§($)d$] Ohy = E w(1)Phn,
—~ K, —
neQy, £€Qy, ney,

denn die Spur von @y ¢ in K, stimmt mit @k, ¢ iiberein, falls § € Mk, ,. Anderenfalls
ist sie 0. Damit ergibt sich die Aussage aus der Dualitiat der lokalen Basen (3.68).

Fiir IT;, . gilt die folgende Stabilitéitsungleichung, die sich iiber affine Transformationen
auf Referenzelemente und die Beschréanktheit des Spur-Operators herleiten 148t.

Satz 3.21 (siehe [84, (3.8)]) Seien Q C R™, m > 2, ein polygonales Gebiet und die
Ansatzfunktionenrdiume Vj, zu einer gleichmdfig requldren Familie von Triangulierun-
gen wie in (3.19) gebildet. Dann existiert eine Konstante C, so dafs fir alle K € Ty,
0<h<1, undueW(Q) gilt

1wl 2,k < CIR Ml 2w + [uli2,04), (3.70)

wobei Uy die Vereinigung der K' € T, mit K' N K # () ist.

Beweis Man beachte zunéchst, dafl wegen der gleichméfligen Regularitit der Trian-
gulierungen auch fiir Seiten Kg von Elementen K € 7, gilt, dal diam Kg < C'h und
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p(Kg) > ch, wobei die Konstanten von K und h unabhéngig sind. Dies erméglicht ne-
ben dem Einsatz eines Referenzelements fiir die Finiten Elementen auch die Benutzung
eines weiteren Referenzelements fiir die Seiten.

Sei F: K — K,, Fx = Ak, x + b, eine affine Transformation vom Referenzelement K
auf K. Dabei ist K = Kp C R™, falls K,, € 7;,, und K = Kg € R™ !, falls K, eine
Seite ist. Damit gilt fiir §,v € Mk,

Nun entspricht ¢, ., (F'(z)) dem lokalen Basiselement ¢z p-1(,) des Referenzelements
(vgl. (3.41)). Wegen der Eindeutigkeit der dualen Basisfunktion gilt

Vi o1y () = (det Ax, ), o (F(2)) = (det Ag, )by (F ().

Damit erhalten wir durch die Transformation auf das von h unabhéingige Referenzele-
ment K:

1
H%HLO"(Kn) = Wn(F('))HLoo(f() = 7detAK ||wf(,F*1(n)HL°°(f()
C 1 K h K, €T,
1 Ki1=K, Ko=K meas -m el
2R o TP O ’ " 3.71
det Ag, "meas K, = { R K st Seite.( )

Als niichstes zeigen wir, daB fiir v € WH2(K), K € T, und jede Seite Kg von K eine
von h, K und v unabhéngige Konstante C' existiert, so dafl

m

H’UHLI(KS) S C [h%_1||UHL2(K) + h7 /U‘LQ,K} . (372)

Sei jetzt K ein Referenzelement fiir die Elemente von 75, 0 < h < 1. Als gemeinsames
Referenzelement K g fiir alle Seiten Kg der K € 7}, laf3t sich eine Seite von K wéhlen,
wobei wir in der Schreibweise weiterhin auf die Variablentransformation verzichten, die
Kg mit einem entsprechenden Element in R™! identifiziert. Damit gibt es zu jedem
K € T, eine affine Transformation Fy : K — K , Frr := Agx + b, die das Referenz-
element K in K iiberfilhrt und gleichzeitig Kg auf eine vorgegebene Seite Kg von K
abbildet. Die Restriktion auf K¢ kann dann (nach geeigneter Variablentransformation)
als affine Abbildung F, : f(S — Kg, Fgy = Aggr + 0, im R™~! aufgefafit werden.
Damit gilt fiir v € Wh?(K)
(3.44)
Ki=Ks, K2=Ks -, meas Kg

C —— ||V O F %
—" [0 Fregll o izg)

— m— % i
< Coh™ v o Frgll gy < Coh™ ' (meas Ks)2 [|[v o Figll 2

(3.35)
[ollvksy < Cildet Aggll|v o Fregll i iy
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Da der Spur-Operator beschrinkt ist (siehe Seite 18), gilt weiter

Plowy < Coh" o Ficll oz
(3.34) _— i
< Y det Al H ol + I Axlvl k]

(3.42), (3.44)
Ki1=Kg, Ka=Kg meli_—m
< Csh™ ™% [0l z2ae) + Blvliax]

woraus sofort (3.72) folgt. Weiterhin ist (v € L*(K))
0]l 21y < (meas K)2||v]| 20y < Ch% [[0]] 2. (3.73)
Mittels Transformation auf das Referenzelement K sieht man auflerdem, daf (n € Qu,

beachte h < 1, vgl. (4.9))

(3.35) i B
lnallas < Caldet Axl2[llonn o Ficllpagi) + 147 00 © Ficl k]

(3.43), (3.44)

K=K, Ko=K . 1, m m_q
Cs [h2 HSOR,F;(n)HL?(f() +h™h> |301~(,FI;1(17)‘1,2,I~(] < Cshz7. (3.74)

Sei also u € W*2(Q), 1 <s<r+1:

— (3.69)
Thpulron =" (D [/ %(x)u(fc)dl’] Phy
Ky

1,2, K
(3.30) BT m_
= > [ wn(a:)u(x)dx] ©hn < ChEt ) Uy(@)u(z)de
nEMp K 19.K nEMp Ky
< Ch2! Z 19| 2o iy |0l 2216, ) - (3.75)

WGMK,T

Ist nun K,, n € Mg, eine Seite, so gilt

3.71) —mt1
gl lullrx,y < Cih lull21(x,)
(3.72)

m

Coh~m [h7_1]|u“L2(K') + h%|u|1,2,K’} = Cyh™ 2 [HUHB(K') + h‘u‘l’z’K/]’

wobei K’ ein Element mit der Seite K, ist. Man beachte, dafl nach Konstruktion K,
keine Seite von K sein muf. Insbesondere gilt also

m

uliruey < Ch# |l + hluhzo

|yl Lo ()

denn n € K’ N K, und damit ist K’ C Uk.
Ist K, ein Finites Element, d.h. K, = K € T}, so ist

(3.71) o (3.73) ™ _m
[l oo lullra,) < Crh™lullixk,) < Coh™™h= [Jull L2y = Coh™ 2 [Jul| L2(x).-
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Setzen wir beides in (3.75) ein, so ergibt sich

’|ﬁh7ru||172’[( < Cl Z [h_1||u||L2(UK) + ‘U‘LQ,UK} = 02 |:h_1||u||L2(UK) + |u|1,27UK].
WGMK,T

Neben K miissen auf der rechten Seite von (3.70) also auch noch benachbarte Elemen-
te beriicksichtigt werden. Dadurch geht die lokale Struktur etwas verloren. Man kann
daher zum Beweis einer Jackson-Typ-Abschiatzung die Menge Uy nicht auf ein geeig-
netes Referenzgebiet transformieren und dort das Bramble-Hilbert-Lemma anwenden,
um dann durch die Transformation die Abhéngigkeit von h zu erhalten. Vielmehr muf
jetzt direkt auf Ug ein Bramble-Hilbert-Lemma benutzt werden, bei dem die auftre-
tende Konstante die Abhéingigkeit von h bereits richtig wiedergibt. Der im Anhang
gefithrte Beweis von Satz 3.18 ist indirekt und kann daher iiber die Konstante keine
Aussage machen. Daher wird in [84, S.490] eine Variante von Dupont und Scott [40]
benutzt, deren Beweis konstruktiv iiber gemittelte Taylor-Entwicklungen gefiihrt ist.

Fiir v € P, (beachte: P, C Vi) gilt nach (3.70)
lu—TThullizkx < lu—vlliox+ e (v—u)|i2x < CEHu—v]l 2@+ u—v]2,0.)-

Nach [40] (vgl. [9, S.102] und [39] beziiglich der Konstanten) kann nun v gerade so als
gemitteltes Taylor-Polynom von u gewihlt werden, dafi (v € W*2(Q), 1 <s<r+1)

v =2y < Chlulsouv, und  |u—v|i 00, < Chs_1|u|8,27UK

gleichzeitig gilt. Dabei sind die Konstanten von h, K und u unabhéngig. Damit ergibt
sich also ||u — I ull10x < Ch* Huls2p,. Da nach Lemma 3.10 zu jedem K € 7,
hochstens M veschiedene K’ € 7j, existieren mit K N K’ # (), gibt es zu K auch nur
hochstens M verschiedene Uk mit K C Ugs, wobei M unabhéngig von K und h ist.
Damit gilt

||“_ﬁh,r“||i2,9 < Ch6= Z |U|§,2,UK, < CMp*e— Z |U|§,2,K = CMh2(8_1)|U|§,2,Q=
K'eTy, KeT,

und wir haben bewiesen:

Folgerung 3.22 (siehe [84]) Seien Q@ C R™, m > 2, ein polygonales Gebiet und die
Ansatzfunktionenrdume Vj, wie in (3.19). Dann existiert eine Konstante C, so daf fir
1<s<r+1 git:

|u — T ull100 < ChS Hulsea Vu € WH(Q). (3.76)
SchlieBlich erhalten wir analog zu (3.67) fir 1 <s <r+1

[t — T pttl100 < CR* " W), (hyu, L3()) Yu e W(Q). (3.77)
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Auf L2() ist II}, . nicht wohldefiniert. Natiirlich kénnen wir aber den Fehler der Quasi-
Interpolation auch in der L2-Norm messen. Véllig parallel zum Beweis von Folgerung
3.2 ¢gilt fir 1 <s<r+1

||u — ﬁh7ru||L2(Q) < Ch5|u|8727g Yu € W8’2(Q)
und damit fir 1 <s<r+1
v — Tyl 2y < CRW,_(hu, L2(Q) Yu e W(Q).

Jedoch ist s = 0 nicht zugelassen.

3.3.5 Beweis der a-priori-Schranke

Mit Satz 2.37 ist fiir u € Wy *(Q) N W*%(Q), s € N,

||u — uhHLZQ S C inf HU — UHLZQ S C
UE‘/;L(T’)

{ lo=Msulizg,  m<2s g0

||U—ﬁh,ru||1,2,97 m > 1.

Im Fall m < 2s ist IIj,, wohldefiniert, und in dieser Situation folgt mit (3.67) aus (3.78)
bereits (3.53) und (3.54). Damit ist insbesondere m = 1 beriicksichtigt, und im Fall
m > 1 schliefit man analog mit (3.77). Betrachten wir statt ||u — u||1,2,0 den Fehler
|lu. — un||r2(q), so gewinnen wir eine zusétzliche Potenz bei der Konvergenzordnung.
Dazu wird Satz 2.39 in Verbindung mit dem Regulatitédtsergebnis Satz 3.1 benutzt
(Nitsche-Trick, beachte: €2 ist jetzt nach Voraussetzung konvex):

Lemma 3.23 (vgl. [6, S.85]) Seien Q@ C R™ ein konvexes, polygonales Gebiet und a
die Bilinearform (3.4), d.h., fir die Koeffizienten a,z € L*>(Q2) gilt zusdtzlich, daf
Ao, Lipschitz-stetig ist, falls |a| = |B| = 1. Die Ansatzfunktionenrdume Vi, (r) seien zu

einer gleichmdyjig requliren Familie von Triangulierungen gebildet. Dann existiert eine
Konstante C, so daf fiir alle u € W(}’Z(Q) qgilt:

||u — Phu||L2(Q) S C’h||u - Phqu,g@. (379)

Beweis Zunichst sei darauf hingewiesen, dafl die iiber a(u,v) := a(v,u) definierte
Bilinearform a ebenfalls wieder beschrinkt und koerziv ist und die Voraussetzungen
von Satz 3.1 erfiillt; d.h., fiir die eindeutige Losung w, zur Inhomogenitit g € L*(Q2)
von

d(wgvv) - a(v,wg) = ('U,g)LZ(Q) = (.g?U)LZ(Q) Yo c Wol,Z(Q)
gilt mit Satz 3.1 auch w, € W0172(Q) A W22(Q) und

(3.7)
[wglapa < Cllgllrz@)- (3.80)
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Satz 2.39 liefert nun
|lu — Phu||L2(Q)

< Cllu— Pyull120 sup{ inf |[w, —v|120:0# g€ Lz(Q)} . (3.81)

19l z2() veVa

Der Fehler der besten Approximation in (3.81) kann wieder mit dem Interpolations-
operator Il = I, . oder I =TI, abgeschiitzt werden (vgl. (3.78)):

nf B - o
veVh () lwg = vlh20 = [wg = Thwg[[1,2,0
(3.66),(3.76) (3.80)
Clh|wg|2,2,ﬂ S CQhHgHLZ(Q)
Dies eingesetzt in (3.81) ergibt die Behauptung (3.79). =

Nun ist nach Satz 3.1 auch u € Wy*(Q) N W2>2(Q). Aus (3.53) bzw. (3.54) fiir s = 2
folgen mit (3.79) sofort (3.51) und (3.52) im Fall » > 1. Fiir r = 1 reicht es, in (3.78)
die Ungleichung (3.66) bzw. (3.76) fiir s = 2, r = 1, einzusetzen und dann (3.79) zu
beachten. Damit sind also auch (3.51) und (3.52) bewiesen. n

3.4 Fehlerschranken mittels der Normen
fraktionierter Sobolev-Riaume

In verschiedenen Arbeiten (vgl. z.B. [4], [9, S.283], [53]) werden Fehlerschranken im
Sinne von Lemma 3.24 (siche unten) untersucht, die sich aus der reellen Interpola-
tion von Banach-R&dumen ergeben. Diese Schranken sind aber i.a. im Gegensatz zu
den Abschétzungen gegen Stetigkeitsmoduln beziiglich der Konvergenzordnung nicht
scharf, genauer: sie lassen sich in Abhéngigkeit der konkreten Losung verbessern. Da-
gegen ist die Konvergenzordnung nicht unabhéngig von der jeweiligen Losung auf dem
gesamten betrachteten Raum verbesserbar.

Lemma 3.24 Seien Q@ C R™, m € N, ein polygonales Gebiet, Vi, (r) durch eine
gleichmdf$ig requlire Familie von Triangulierungen erzeugte Ansatzfunktionenrdume
(siehe (3.19)). Dann gilt fiir Losungen u von (3.5), die zusdtzlich u € W"2(Q) fiir ein
veR, 1 <v<r+1, erfillen:

lu = unlhizg < CHull 2o (3.82)

Dabei ist C' von u und h unabhdngig.

Beweis Wir setzen (vgl. (3.27)) Tu := u — I}, ,u bzw. Tu := u — I}, ,u und erhalten
mit (3.66) bzw. (3.76):

C
Ch',

T || w202, w2 (0))

IA A

HT” [WT+1’2(Q),W172(Q)]
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womit die Aussage fiir die Randpunkte 1 und r 4 1 bereits gezeigt ist (vgl. (3.78)).
Mit Lemma 2.26 folgt fiir 0 < © < 1 (beachte: W2(Q) = [W12(Q), W2(Q)]e 2 mit
dquivalenten Normen, vgl. Kapitel 2.3):

1T 2@ wrrz@ewiz@) < CillT iz wri2@)e . 2@, wi2@)e )

2.21

o
< 01||T||[1W1,2(Q),W1,2(Q)]||T||[®Wr+1,2(9),vv1»2(9)}
< O,

Nun gilt wegen (2.22) mit © = =L fir u € W*(Q), 1 <v <7+ 1:

||u — HhvruH 1,2,Q Cl ||T|| [[W1,2(Q)7W'F+1,2(Q)]®’2’Wl,Q(Q)] ||U||V727Q

<
< Czhy_lHUHu,zQ,

so dafl im Hinblick auf (3.78) die Aussage (3.82) auch fiir die intermedidren Werte von
v folgt. [

Diese Abschétzung ist jedoch nicht scharf. Das liegt daran, dafl hier Interpolationsrau-
me zu ¢ = 2 (und nicht zu ¢ = oco) benutzt werden. Mit Satz 3.17b) folgt, daB in
Verschirfung von Lemma 3.24 fir 1 < v < r+1 und u € Wy(Q) NW*2(Q) sogar gilt:

|u — uplli2.0 = o(h*™1). (3.83)

Wir beweisen dies kurz: Zunéchst sei 1 < v < r + 1. Dann gilt:

(3.53)
||u - Uh||1,2,9 < CK(hra Uu (Wm(Q)a | ' |1,2,Q)7 (WTH’Q(Q), | : |r+1,2,Q))
S W1,2 |

CK(hT, u, ( (Q)> | ' ||1,2,Q)> (WT+172(Q)7 || ' ||r+1,2,Q))‘

Mit © = “=* (wie oben) ist

> . 2t
/ t 2®K<t7u> (W172(Q)a || ' ||1,2,Q)a (W +1’2(Q)a || ) ||T’+1,2,Q)> 7
0
, (2.22) ,
= |ulliwre@uwrrz@e. = Cllullbza < oo, (3.84)

so da K (t,u, (W2(Q), | - [ha), (WHAQ), | - [4120)) = 9wt = ot®) (t —
0+), da sonst das Integral nicht endlich sein kann. Mit ¢ = A" gilt also

= wnll 0 < Co(';whr = o(h ™).
Fiir v = 1 folgt (3.83) aus (3.54), denn wegen der Stetigkeit im Mittel (siche z.B. [2,
S.69] in Verbindung mit [1, S.91]) ist

Lemma 2.16d)

w(hu, LX) < 277w (hu, L2(Q) = o(1) (h — 0+).

Ohne Stetigkeitsmoduln zu verwenden, geben Babuska und Kellogg in [4] eine indivi-
duelle Verbesserung der Konvergenzordnung an und zeigen deren Schérfe mittels eines
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expliziten Beispiels. Aulerdem wird darauf hingewiesen, daf3 die hinzugewonnene Kon-
vergenzgeschwindigkeit o(t;u) nicht beliebig gering sein kann. Schliellich gilt wegen

(3.84):
[o¢] . 2
/ AULD RPN
0 t

|—1/2

Insbesondere kann damit fiir kleine ¢ nicht ¢(¢;u) > C|logt sein.

Unabhéngig von der konkreten Losung 148t sich die Fehlerschranke jedoch nicht ver-
bessern. Das wird in [3, S.232] mittels N-Width gezeigt. Andererseits folgt dies auch
als Anwendung von Satz 2.29 (siche Satz 4.20).

3.5 Fehlerschranken in negativen Normen

Fiir einige Zwecke fithren Fehlerabschitzungen in den negativen Normen (2.10) zu bes-
seren Ergebnissen (siehe [89, S.167, 168]). Negative Normen werden daneben z.B. in
Verbindung mit lokalen Fehlerabschéitzungen benutzt, um den Einflufl des Gesamtge-
biets geeignet in die Fehlerschranken einzubauen (vgl. [93]). Wir messen den Fehler
jetzt also in den Normen (u € L*(Q), 0 < v € R)

u, v
|ul|—voq:=  sup M)
ozvewr2() |[Vllv20

und erhalten die folgende Fehlerabschéitzung:

Satz 3.25 (vgl. [9, S.141], [89, S.166-167]) Seien 2 C R™ ein konvezes, polygonales
Gebiet, a die koerzive, beschrinkte Bilinearform (3.4) mit Koeffizienten a, g € L>(2)
die fiir |a| = |B] = 1 zusdtzlich Lipschitz-stetig sind. Weiter seien Vj, wie in (3.19) und
0 < v € R eine feste Zahl mit v+ 2 < r + 1. Auflerdem sei fiir jede Inhomogenitdit
g € W"2(Q) die zugehdrige Lisung w, der (dualen) Aufgabe

CL(’U,U)g) = (U7g)L2(Q) Vv € W()172(Q)
sogar in W"T2(Q) enthalten mit

lwgllv+2.2.0 < Cllgllv2.0, (3.85)

wobei die Konstante C von w, (und g, aber nicht unbedingt von v) unabhdingig ist
(zusdtzliche Regularitit). Dann gilt fir die Losung u von (8.5):

[t — un|—v2n < CLR*Hu — up|l12.0 < Coh* 2w, (b, u, L(Q)). (3.86)

Dabei hingen die Konstanten Cy und Cy nicht von h und u ab, jedoch evtl. von v.
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Beweis Wir erhalten mit dem Nitsche-Trick (2.61) wie in Kapitel 3.3.5 fiir g € W*2(Q)

|(u = un, g)]

(2.61) '
< Cil|u — upll1,2,0 nf |wg = vl12,0 < Cillu — unll12.0llwy — (wg)nll1,2.0
h

(3.82),
v4+2<r+1

Collu — w0 W wgllvroza < Csllu—unlliz.0 b |gllne.o,

so dafl also ||u — up|| 20 < ChY™|u — upll12.0. Die Abschitzung gegen den Stetig-
keitsmodul folgt schlieSlich mit (3.52). n

Obwohl wir im Beweis die verbesserbare Abschétzung (3.82) verwenden, erweist sich
(3.86) als scharf (siehe Satz 4.22). Dies liegt an der Bildung des Supremums in der
Definition der negativen Norm. Die Konvergenzordnung ist also um die Potenz h” héher
als bei der Fehlerschranke in der L?-Norm. Man beachte aber, daf§ wir dabei von der
Regularitidtsaussage (3.85) ausgegangen sind. Fiir Gebiete 2 mit hinreichend glattem
Rand ist diese unproblematisch (siehe z.B. [51, S.197]); und die obige Fehlerabschitzung
1Bt sich fiir diese Gebiete auf die Situation konformer, isoparametrischer Elemente
sinnvoll ausdehnen. Wir betrachten hier aber polygonale Gebiete, so dafl der Rand
Ecken aufweist. Hier liefert der Satz 3.1 nur den Fall v = 0 und damit keinen Beitrag.
Wiéhrend einspringende Ecken sehr problematisch sind (vgl. z.B. [60, S.92ff]), gelten
aber auch z.B. fiir konvexe, polygonale Gebiete bessere Regularitdtsaussagen als Satz
3.1. Speziell fiir den Laplace-Operator, genauer fiir die zugehorige Bilinearform

a(u,v) = Z D%u(x)D%v(z)dx = | Vu(r)Vo(z)dz, (3.87)
= .

werden in [25, S.160] allgemeine Regularitatsaussagen formuliert. Wir beschranken uns
auf die folgenden Beispiele fiir 2 C R3:

Gebiet (3.85) gilt fur

reguldrer Tetraeder | 0 < v < m —1 3.88
Wiirfel 0<rv<«<l (3.88)
Oktaeder 0 S v < WM —1

Zum Beweis dieser Aussagen sei auf [25] verwiesen. Denn [25, Satz 18.18] liefert in
Verbindung mit [25, S.161] die gewiinschte Regularitdt der Losung. Fiir die Normab-
schétzung (3.85) sorgt [25, Satz 18.19] in Verbindung mit [25, (5.2), S.41] (beachte: aus
der Fredholm-Eigenschaft ([25, Satz 18.19]) folgt die Semi-Fredholm-Eigenschaft und
damit iiber [25, (5.2)] die Behauptung). n

3.6 Der Fehler in der Supremum-Norm

Die Finite-Elemente-Methode ist Hilbert-Raum-Theorie. Daher ergeben sich die Fehler-
schranken der vorangehenden Abschnitte in natiirlicher Weise. Die sup-Norm erscheint
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aber als Fehlermaf in vielerlei Hinsicht vorteilhafter. Die Herleitung solcher Schranken
ist jedoch sehr aufwendig. Daher werden in der Literatur hauptséchlich sehr einfache
Beispielprobleme diskutiert. Dem folgend beschrinken wir uns auf die Raumdimension
m = 2, betrachten 2-Simplexe (also Dreiecke) vom Grad r und wéhlen konkret die
Bilinearform (3.87), die sich aus der Poisson-Gleichung ergibt.

Auf dem konvexen, polygonalen Gebiet Q1 C R? sei also die beschriinkte, symmetrische,
W% (Q)-elliptische Bilinearform a(-,-) aus (3.87) gegeben (vgl. (3.4)). Die Ansatzfunk-
tionenrdume Vj, seien geméf (3.19) wieder zu einer gleichméBig reguldren Familie von
Triangulierungen gebildet. Fiir u € Cy(Q) betrachten wir nun in Anlehnung an [76]
statt (3.49) die folgende diskrete Aufgabe:

Zu w ist ein uy, € Vi (r), 0 < h < 1, gesucht, so dafl
a(up,v) = alu,v) Yov €V, (3.89)
wobei fiir u € C(Q) und v € V,

a(u,v) = ap(u,v) := Z [—/K u(x)Av(z)dx —l—/ u(z)Vu(x)v(z)do(x)

Ker]—h oK

und A = D@9 4+ D02 Dabei ist beim Kurvenintegral Vo(z) die stetige
Fortsetzung von int K auf 0K (vgl. (2.6)).

Danur u € Cy(Q) gefordert ist (beachte: Co(Q) ¢ W, *(Q)), kann u nicht in a eingesetzt
werden und ist i.a. keine Losung einer Aufgabe (3.5). Ist jedoch zusitzlich u € W, *(Q),
so folgt mit Satz 2.12

au,v) Z / Vu(x)Vu(z)dx = a(u,v). (3.90)

KeT,
Ist also u eine (stetige, vgl. Satze 3.1, 2.9) Losung von (3.5), so sind die Aufgaben
(3.49) und (3.89) identisch. Weiter beachte man, dafl auch (3.89) nach Satz 2.35 wieder
eindeutig 16sbar ist. Denn die rechte Seite a(u,-) beschreibt ein lineares Funktional,
das, da V}, endlich-dimensional ist, beziiglich (V4 || - [[1.2.0) beschriankt ist.
Mit der Nikolskii-Typ-Ungleichung (3.48) erhalten wir sofort elementar fiir u € Cy(2)N
C™1(Q) die Fehlerschranke

||U — uhHC(ﬁ) S ||u — HthHC(ﬁ) + || Hhmu — Up ||C(§)
N———

(3.48) EVh
m=2,p=2 1
< |w — I, rUHc + C1h™ [T pu — g || 20
< lu = Ty pull oy + Coh™u — Ty pul| 29) + Crb™HJu = unll 2@
< 02(1—|'h )||u—Hh,,,u||C(§) +C’1h_1||u—uh||Lz(Q)
(3:51),(2.17) -1 —17 741
< 02(1 +h )Hu - Hh,ru||c(§) + Cgh h ‘u‘r+1’27ﬂ
(3.62) —1\z,7+1 r
< Ca(1+h )R ul, g + C3h"ulrr1,20
< C5hr‘u‘r+l,ﬁ'
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Im Vergleich mit der L?-Fehlerschranke (vgl. (3.52)) wire eigentlich die Konvergenz-
ordnung A" ! zu erwarten. Fiir r > 1 ist dem auch so, fiir r = 1 kommt allerdings ein
notwendiger log-Faktor hinzu. Wir zitieren jetzt die tiefliegenden direkten Resultate.

Satz 3.26 (siche [76]) Seien Q ein konvezes, polygonales Gebiet, a wie in (3.87), u €

Co(Q) und uy, € Vi (r) die zugehiorige Losung von (3.89). Dann existiert ein 0 < hy < 1,
so daf fir 0 < h < hg:

| log Al infuev, o lu — vl firr=1
lu—wnllc@ <Cq ) (3.91)
inf,ev;, (r) Ju — U||C(ﬁ) Jirr > 1.

Ist zusditzlich uw € WH(Q), so gilt:

‘logh’hnfvevh(r) ||u_v||1,oo,Q fﬁ’l"’f’ =1
lu —upll1o0 < C . ) (3.92)
1nfU€Vh(7‘) ||u - U||l,oo7Q f’U/’n r> 1.

Dabei ist die Konstante C' jeweils von h und u unabhingig.

Die Ursache des log-Faktors in (3.91) kann in der Singularitdt der Green-Funktion
zur zweidimensionalen Poisson-Gleichung gesehen werden. Eine vergleichbare Fehler-
schranke wird in [82] bewiesen, indem die Abschéitzung auf die Frage der Approximier-
barkeit der Green-Funktion in der W!(Q)-Norm reduziert wird, wobei sich gerade
dabei der log-Faktor ergibt. Auch fiir den Nachweis der Schéirfe wird die Singularitét
der Green-Funktion wichtig, da sie sich auf die diskrete Green-Funktion eines Dif-
ferenzenverfahrens iibertriigt, das dabei wesentlich benutzt wird (siehe Kapitel 4.4).
In einer vergleichbaren eindimensionalen Situation entféllt der log-Faktor (vgl. (5.4)).
Eine genauere Analyse des Falls r = 1 in (3.92) zeigt, daf auch hier auf den log-Faktor
verzichtet werden kann, d.h. die Abschétzung (3.92) 148t sich noch verbessern zum
folgenden in [74] bewiesen Resultat (r = 1, u € Co(Q) N WH>(Q)):

Hu — uh||17oo,g S CHU — Hh71u||17oo’g. (393)

Um nun Glattheitsmafle einzubauen, benutzen wir die aus (3.62) fiir j € {0, 1} folgende

Stabilitdts- und Jackson-Typ-Ungleichung fiir u € C*(Q2), 1 < s <r+1,
o = Wyl + bll = Mol o < CJul, g, (3.94)

wobei auch hier wieder die Konstante C' von h und u unabhéngig ist. Wir erhalten
damit sofort:

Folgerung 3.27 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.26 existiert eine von h und u
unabhdngige Konstante C, so daf fiir 0 < h < hg:

| og hl K (W2, u, (CV, || - o) (C2Q). | - log)) fiir v =1

u—= uhHC(ﬁ) s¢ r+1 0 r+1(0) .
K u, (GO, [ llo@): (€ ) - |gam)) firr > 1.

(3.95)
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Ist zusdtzlich uw € C*(Q2), 1 < s <r, so gilt:

lu = unllicon < CAHE (W% u, (CH(Q), |- o), (CTHQ), |- @) (3.96)
Beweis Fiir u € Co(9) ist infyey;, (o [Ju — Ve@ < llu—hullog). AuBerdem ist
v = ullo@ < Crllullog), da die Operatornorm || .|| oy nach (3.62) (mit s =
j = 0) gleichgradig beziiglich h beschrinkt ist. Zusammen mit (3.94) folgt (vgl. (2.16))

lu = hpullog < CKAEu (CQ), ||+ llom), (€, | [12) (3.97)

fir u € C(Q), so daf die erste Schranke mit (3.91) folgt. Die zweite ergibt sich ent-

sprechend aus (3.92) bzw. (3.93) im Fall » = 1, da mit (3.94) fiir u € C*(Q) gilt (vgl.
(2.16)):

lu =Tl < CRTHE (K70, (C*(Q), |- [,m), (C7H Q) @) (3.98)

Wenden wir schlieBlich noch den Aquivalenzsatz zwischen K-Funktional und Stetig-
keitsmodul (Satz 2.19) an, so folgt:

Folgerung 3.28 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.26 existiert eine von h und u
unabhdngige Konstante C, so daf$ fiir 0 < h < hy:

|log h|ws(h,u, C(Q)) firr=1
lu—unllc@m <C _ (3.99)
wWr1(h, u, C(2)) firr > 1.

Ist zusdtzlich u € C’S(ﬁ), 1<s<r, sogilt firr>1:
|t = unllr o0 < CR* w2, (0,0, O(Q)). (3.100)

Firr > 1 folgt in dieser Situation aus (3.99) insbesondere auch

lu = unll ey < CRPwWE)_(h,u, C(Q)). (3.101)



Kapitel 4

Schirfe der globalen
Fehlerschranken

Wir zeigen in diesem Kapitel die Schérfe der bislang bewiesenen direkten Sétze mittels
Umkehraussagen und Gegenbeispielen.

4.1 Umkehrresultate

In diesem Paragraphen diskutieren wir die Moglichkeit, die Schérfe der direkten Ab-
schitzungen aus Satz 3.17 und Folgerung 3.28 mittels Umkehraussagen zu beweisen.
Dabei wird aus dem Approximationsfehler u — u;, auf die Glattheit der Losung u ge-
schlossen. Optimal wére eine starke Abschitzung des Fehlers nach unten gegen den
gleichen Stetigkeitsmodul wie bei der direkten Jackson-Typ-Abschitzung nach oben,
also z.B. in der Situation von Satz 3.17 fiir r > 1 (vgl. (3.52)):

ch? W (hyu, L)) < |[u — unl| 2@ < Ch? W (h,u, LA().

Das konnen wir so jedoch nicht realisieren, aber wir erhalten Aussagen vom Typ (vgl.
Folgerung 4.11)

Hu — Uh||L2(Q) = (’)(h2+u(r—1)) — w£2_)1<5’u’ Lz(Q)) — O((Su(r—l)>

unter Nebenbedingungen fiir 0 < v < 1.

Um die generelle Bedeutung von Schérfeaussagen fiir die Fehlerabschétzungen von
Finite-Elemente-Verfahren zu unterstreichen, verweisen wir auf [6, S.79]. Dort wird im
Prinzip von dem folgenden funktionalanalytisch formulierten Umkehrsatz ausgegangen:

Sei U ein Banach-Raum, der kompakt in den linearen, normierten Raum X eingebet-
tet ist. AuBerdem sei (U,)>, C U eine Folge (endlich-dimensionaler) geschachtelter
Réaume, d.h. Uy C Uy C Uz C ..., und es sei fiir ein v € (0,00) die Bernstein-Typ-
Ungleichung

lvllo < Cn”||v||x Vv eU,, neN

76
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erfiillt. Gilt nun fiir ein u € X

inf Ju—vilx = O0~) (n— o),

so ist bereits u € U.

Fiir die konkrete Anwendung dieses Ergebnisses werden die Setzungen X = W,*(Q)
und U, =V}, (vgl. (3.19)), h = 1/n, vorgeschlagen, wobei die Ansatzfunktionenridume
dann sukzessive ineinander enthalten sein miissen. Fiir U wire ein Sobolev-Raum
hoherer Ordnung wiinschenswert. Dann kommentiert Braess [6, S.79]:

,Diese Aussage hat weitreichende Konsequenzen fiir die Finite-Element-
Praxis. Wenn man von der Lésung u einer Randwertaufgabe weif3, daf3 sie
nicht in einem héheren Sobolev-Raum enthalten ist, ist die Finite-Element-
Néherung weniger gut.“

Fiir uns ist diese Einschédtzung Anlafl genug, die Schérfeproblematik generell zu un-
tersuchen — und es gibt einen gewissen Handlungsbedarf, denn neben Problemen beim
Beweis des obigen Umkehrsatzes 1483t sich U i.a. gerade nicht als hoherer Sobolev-Raum
wahlen, da die Ansatzfunktionen nicht geniigend glatt sind. Sie sind namlich nur ein-
mal schwach differenzierbar. Daher werden in [6] gitterabhidngige Normen eingefiihrt,
die aber nicht zum obigen Zitat passen. Letztlich ist das Problem offensichtlich: Aus
der Ordnung, mit der sich eine Funktion u durch nicht-glatte Ansatzfunktionen appro-
ximieren 148t, kann nicht auf die Glattheit von u geschlossen werden.

Zunichst stellen wir dar, was man trotzdem aus dem bislang beschriebenen Ansatz
gewinnen kann. Dann greifen wir die aus der Theorie der Splines bekannten Mixing-
Bedingungen auf und erhalten, [24] und [97] folgend, wesentlich mehr — allerdings auf
Kosten der Mixing-Bedingungen, die keine sukzessive Verfeinerung der Triangulierun-
gen gestatten. Damit sind aber zugleich viele praktisch wichtige Algorithmen ausge-
schlossen (Hierarchische Basen, Multi-Level-Verfahren).

4.1.1 Geschachtelte Ansatzfunktionenrdume

Wir benutzen hier die klassische Methode des Beweises einer Umkehraussage mittels
Bernstein-Ungleichung und Teleskopsumme iiber den Satz 2.33. Dazu miissen aber die
Raume der Ansatzfunktionen geschachtelt sein. Dies ist eine beweistechnische Voraus-
setzung, die z.B. im eindimensionalen Fall in [28] mit Hilfe von Halbnormen, die das
Verhalten der Ansatzfunktionen in den Sprungstellen ihrer Ableitungen beschreiben,
wegdiskutiert wird. Zum Beweis einer Bernstein-Typ-Ungleichung benttigen wir einige
Hilfsaussagen:

Lemma 4.1 (vgl. [70]) Seien Q@ C R™ polygonal, {7, : 0 < h < 1} eine gleichmdifsig
requldre Familie von Triangulierungen und Vj, die zugehérigen Ansatzfunktionenriume
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(siehe (3.19)), gebildet durch m-Simpleze vom Grad r, m-Rechtecke vom Grad r oder
das Serendipity-Element. AufSerdem sei {¢n, : n € Q} die Standardbasis (3.22) von
Vi. Zuv € R™ mit |[v] < h undn € Qy sei (mit Q((r+1)v) ={x €Q:x+t(r+1)v e
0, 0<t<1} wie in Kapitel 2.2)

Epyy = {xeQ((r+1)v): Die Verbindungsstrecke S von x und x + (r + 1)v
schneidet den Rand von mindestens einem K € T, und @y, Z 0 auf S}.

a) Es existieren von h, n und v unabhdngige Konstanten Cy und Cy mit

Ehny C S(Cyh,n) (4.1)

meas Ey, ,, < Co|v|p™ 1,

b) Es gibt eine von h unabhingige Konstante M € N, so daff zu jedem K € 7T,

0 < h <1, unabhingig von |v| < h héchstens M verschiedene n € Q, existieren
mit K N Ehm’y 75 (Z)

Beweis zu a) Sei © € Ej,,,,. Dann existiert ein & € Trpy, mit |z — 2| < (r + 1)|v],
da ein solcher Punkt # auf der Verbindungsstrecke von = mit x + (r + 1)v liegen muf.
Also ist

le—nl < a4z -nl <O+ DY+ ]2 -0
Zn€Tr pp,y ) (3.31) .
< (r+1)v|+diamTr gy, < (r+1)|v|+ 2hdiamQ

< (r + 14 2diamQ)h,
so dafl (4.1) z.B. mit der Setzung C; = 2[r + 1 + 2diam Q] folgt. Nach Lemma 3.10
existiert jetzt auerdem ein von h, n und v unabhingiges M, € N, so daf es (héchstens)

M, verschiedene K; € T;, gibt mit Ej,,, N K; # 0, also Ej,,, C ijz‘)l K; Ist x € K;j
mit dist(x,0K;) > (r + 1)|v|, so kann z nicht in Ej ,, enthalten sein, also ist

My
meas By, < Zmeas{x € K; : dist(z,0K;) < (r + 1)|v|} < CMy|v|h™ 1,

j=1
wobei man beachte, dafl K; ein m-Simplex oder ein m-Rechteck mit Kantenldnge <
(3.13)
diam K; < hdiam( ist (vgl. Abbildung 4.1).
zu b) Sei K € 7). Nach (3.13) ist K C S(hdiam@Q,z) fir ein € . Da nach a)
Epnn. C S(Cih,n), kann E,,, N K # 0 nur gelten, falls
S(Cih,n) C S(hdiam$2, z) + S(2C1h,0) = S([diam 2 + 2C1]h, x) =: Sk.

Denn sonst gibt es ein y € S(C1h,n), y € Sk, mit

€Sk
dist(y, K) > dist(y, S(hdiam Q,z)) > 2C1h. (4.3)
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(r+1)|v| (r+1)|v|

e -

i < hdiam (2

Abbildung 4.1: Zur Konstruktion von Ej ,, ,

Da die offene Menge S(Cih,n) aber den Durchmesser 2C1h hat, gilt fiir jedes z €
S(Cih,n) und Z € K

(4.3)
Z—z| 22—yl —|ly—2 = 2C1h—|y—2z >0,

d.h., S(Cih,n) N K = 0 und damit E,,, N K = 0.

Nach Lemma 3.10 existieren aber (hochstens) M; verschiedene K; € 7, mit K N
Sk # 0. Also koénnen nur die Ej,,, zu n € U;M:ll My, in Sk liegen, denn ist n €
O\ U;.VIZIIMKJW, so ist n & Sk, also S(C1h,n) ¢ Sk und damit Ej,, N K = (. Mit
M = M, |Mg,| = M; dim Vi folgt b). n

Damit kénnen wir die folgende Bernstein-Typ-Ungleichung (siche [70]) beweisen, die
in der Numerik auch inverse Ungleichung genannt wird:

Lemma 4.2 (vgl. [70, S.50], [71, S5.34]) Seien {T;, : 0 < h < 1} eine gleichmdifiig
requldre Familie von Triangulierungen des polygonalen Gebietes @ C R™ durch m-
Simpleze und Vi, (r) die zugehdrigen, durch m-Simplexe vom Grad r erzeugten Ansatz-
funktionenrdume (siehe (3.19)). Dann existiert eine von 0 < h < 1 und 0 < 6 < 1
unabhingige Konstante C, so daf fir alle v € Vi (r) gilt:

[0]]1,00 2 Ch vl e, (4.4)

<
wi(6,v,C(Q)) < Coh™|vllom.

Im LP-Fall, 1 < p < oo, lift sich die Ordnung beim Ubergang zum r + 1-ten Modul
noch etwas verbessern.:

w1 (5,0, LP(Q)) < COR) 7 ||v] 1oy (4.6)

Beweis Ist 0 > h, so lassen sich die Konstanten in (4.5) bzw. (4.6) zu C' = 2 bzw.
C = 2" wihlen (vgl. Lemma 2.16d)). Seien also im folgenden § < h und v € R™ mit
|v| < h. Wir betrachten wieder die Basis {¢n,, : 7 € Q4 } von Vj,(r) (siehe (3.22)). Jedes
©n.n ist stiickweise stetig differenzierbar. Auf jeder Strecke in 2 liegen nur endlich viele
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Stellen, an denen ¢y, , nicht differenzierbar ist, ndmlich die Uberginge von einem Fini-
ten Element zum néchsten. Damit ist der Mittelwertsatz anwendbar, und wir erhalten
fiir z € Q(v) bzw. x € Q((r + 1)v) und n € Q:

IAonn(@)] < |Vllengliens (4.7)
. @211) | [T ‘
A ()] A [S (j.)A,isoh,n(x +v)
=0
< 2T|l/||g0h777|17oo7g fir x € Eh%,/ (48)
0 sonst.

Dabei sei L}, die Menge aus Lemma 4.1. Ist ¢ € Ej, ,,, so ist die relevante r + 1-te
Differenz Null, da entweder ¢, in allen Punkten der Differenz bereits Null ist, oder
die 7 + 1-te Differenz eines Polynoms aus P, gebildet wird (denn alle Punkte liegen im
Inneren eines Elements, vgl. (2.12)). Auflerdem erhalten wir mit den iiblichen affinen
Transformationen Fp : K— K , Fxx = Agx + b, von einem Referenzelement K auf
die Elemente K der Triangulierung:

3.30 3.23 .
|PhalLco.0 2 maX{|90h,n\K\1,oo,K =t [rplto0x t K € T, mit 1) € MK,r}
(3.35) . '
< Crmax{ AR ek gty © Pl - K € Th mit 5 € Mg, |

(3.43),(3.41)

K=K K=K diam K
< Comax{ ———|9r p=1 100 ic : K € T, mit n € Mg,
{ p(K) K,Fp"(n)11,00,K

GMR,T

(3.38) diam K
< Cy max |pz ~max<{ ———: K € T, mit n € Mg,
= 2 neMy |30K,n|1,oo,K { p(K) h n K, }
(3.15)

<

Csh™. (4.9)

Dabei ist C'3 unabhéingig von h und n. Wir haben also:

(a.7)
1 4.9 -1
1A bnallc@ey < Clvlp, (4.10)
(4.8)
||AZ+1S0h,n||I£p(g((r+1)y)) < Crmeas(Epy g ) ([V][onn]1,00.0)"
(4.9) —1\p (4_2) m—1 —1\p
< Cymeas(Epy,)([v|h )P =" Cs|lv|h™(lv|h™)

= Csh™(|v|h~HH?. (4.11)

Seien jetzt v € V;,(r) und x € Q(v). Dann existieren zwei Simplexe K, K, € 7}, mit
r € Ky, x4+ v € Ky und (vgl. (3.24), (3.30))

v(7) = > v(N)pny(E) Vi€ KUKy, (4.12)

ﬁEMxl ,T'UMKQ,T'
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so daf3
[Ap(@)] = |u(z+v) —v()| = Y. mena(@+v) = v(n)pny ()]
nEMKl,TUMKz T
(41
< Yo mALeny () < CHUHC(Q 2(dim Py)[v|h . (4.13)
neMKl,rUMKQ,T _‘MK,T‘

Damit ist (4.5) bewiesen. Insbesondere ergibt sich aus (4.9) und (4.12) genauso (« €
Ng', laf = 1)

|D%v(z)| < Yo @IID%n(@)] < 2(dim B)||v]lo@ChTt Li,

UEMKl ,TUMKQ,’I‘

womit die inverse Ungleichung (4.4) folgt:

h<t
Wlhse = [vllo@ + oo < 1+ Crh ) vllom < Coh™Hvllem:

Jetzt zu (4.6): Nach Lemma 4.1b) existiert ein M € N, so dal zu jedem K € 7,
unabhingig von h (hochstens) M verschiedene n € € existieren mit Ej,,, N K # ()
(beachte: |v| < h). Damit kénnen wir Lemma 3.16 anwenden:

r+1 3 24
INATT . /

p

Y vmAT ()| do

p

- ¥ /K S A ()| b

KeTy, OQ (7”+1 neQy, :Ehy.,]’,,ﬂK#@

EQh

< >/ MY max o) AT (o) P
KNQ((r+1)v)

ey, By, JNK#D
KeT, n h h,n, #

< 'y / D AL ) P

KE’]—} ﬂQ( ’f‘+1 WEQ}

= MY wPIAT el ey

neQy,

45)
< I [Z h™|v(n p] < Cz(\v\h‘l)””||v!|’2p(m

neQy,

Auch fiir die Rechteck-Elemente gilt die Bernstein-Typ-Ungleichung:

Lemma 4.3 Die offene Menge Q0 C R™ habe die Rechteck-Eigenschaft (siehe Defini-
tion 2.5). Dann gelten die Aussagen (4.4), (4.5) und (4.6) von Lemma 4.2 auch bei
Verwendung von m-Rechtecken vom Grad r oder Serendipity-Elementen.
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Beweis Der Beweis von (4.4) und (4.5) ist identisch. Es ist lediglich beim Nachweis
von (4.6) zu beachten, daf jetzt fir x ¢ Ej,, Differenzen der Ordnung r + 1 von
Polynomen aus P" auftreten. Diese verschwinden aber i.a. nur, falls sie partiell entlang
den Koordinatenachsen gebildet werden (siehe (2.12), (2.13)). Vollig analog zum Beweis
von Lemma 4.2 gilt daher (1 < j <m)

Dr1)e, (8,0, () < OO 5 |0l oy Vo € Vi(r).

Wegen Lemma 2.24 geniigt es jedoch tatséchlich, nur Differenzen in den Richtungen e;
zu betrachten (6 < 1):

W1 (6,0, 17(Q)) < Cr | e, (6,0, LP(Q)) + 8" ol| ooy
j=1

1 (s
S Cg(éh_1)1+9’|v||Lp(Q) —|—C15 +1||UHLP(Q)

< O+ Gl R ol Yo € Vi(r).

Folgerung 4.4 (vgl. [71, S.35]) Seien {7, : 0 < h < 1} eine gleichmdfig reguldre
Familie von Triangulierungen des polygonalen Gebietes Q@ C R™ und V}, die zugehori-
gen Ansatzfunktionenrdume, gebildet durch m-Simplexe vom Grad r, m-Rechtecke vom
Grad r oder das Serendipity-Element, so daff Vi, C Vi, fiir 0 < hy < by <1
(vgl. (3.18)). Bei Verwendung von m-Rechtecken oder Serendipity-Elementen erfiille
Q zusdtzlich die Rechteck-Eigenschaft. Weiter sei o : (0,1] — (0,00) monoton wach-
send mit lims o 0(0) = 0 (also z.B. ein abstrakter Stetigkeitsmodul).

a) Ist zusdtzlich

/ 1 26(t)dt = O(5 o (6)), (4.14)

also z.B. o(t) = t, 0 < v < 1, so gilt fir u € C() (vgl. Kapitel 3.6, n —
00, § — 0+):

inf |u—vcg = O(c(n™) =  wi(6,u,C(Q)=0(c(d)). (4.15)

UEVl/n

b) Ist die Bedingung
1
/ 2 5o (t)dt = O~ "7 0(6)) (4.16)
5
erfillt, also z.B. o(t) =1, 0 <v <14 1/p, so ist firu € LP(Q), 1 <p < c0:

inf [Ju— vl =O(@(n™) = w41(6,u, LP(Q) =O(c(d)). (4.17)

UEVl/n
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Beweis Wir benutzen Satz 2.33 (und damit ein Teleskop-Argument unter Beriick-
sichtigung der Bernstein-Typ-Ungleichung) fiir U,, = V;,, und setzen zum Beweis von

a)
X=0Q), v=1, Ssu=w(duCQ)

sowie fiir b)

X = LP(Q)u Y= 1+ 17 Ssu = wr+1(5p_41;1’u’ LP(Q)) = (‘UT+1(5%7U7 LP(Q))
p

Dann sind (2.42), (2.44) nach Voraussetzung erfiillt, wahrend (2.43) aus (4.5) und (4.6)
folgt:

_ @s)
wi(6,v,C(Q) < Conllv]lom im Fall a)

Ssvv = Vv e Vl/n~

(4.6)
wrt1(6,v, LP(Q)) < C(dn)Y||v||r(@) im Fall b)

Schliefllich sind die S; nach Lemma 2.16a) bzw. d) gleichgradig beziiglich § in X~
beschriankt. Damit ergeben sich die Aussagen aus (2.45). "

Wir erhalten damit einen Beitrag zur Schérfe der Fehlerabschitzung (3.99) bei Ver-
wendung von m-Simplexen der Ordnung r > 1:

Folgerung 4.5 Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 3.26 bzw.
Folgerung 3.28 gelte zusitzlich Vi,, C Vi,, 0 < hy < hy < 1. Sei also u € Cy(Q) und wy,
die zugehorige Losung der Aufgabe (3.89). Fir o wie in (4.14) und r > 1 gilt (h — 0+,

d — 0+4):
lu = unllo@ = Oo(h) <= wi(d,u,C(Q)) = O(c(9)).

Beweis Zu ,,«<*:

3.99

(3.99) _ _
lv = unllom < Cwrp(h,u, C(Q)) < C2wi(h,u, C(Q)) = O(a(h)).

Schlieflich folgt die Richtung ,, = aus (4.15), indem wir speziell h = 1/n wihlen und
u—c@) < lu—ulog = Ola(n™)). '

beriicksichtigen, daB inf,cy,

Offensichtlich spielt die Randbedingung der Differentialgleichung beim Beweis der Um-
kehrrichtung keine Rolle, wéhrend sie beim Beweis der direkten Séitze berticksichtigt
werden mufl und zumindest bei der Charakterisierung des K-Funktionals Schwierigkei-
ten bereiten kann (vgl. Bemerkung zu Satz 3.17).

Fiir den Finite-Elemente-Fehler in der L2-Norm liefert (4.17) keinen wesentlichen Bei-
trag. Denn wegen der Regularitiit v € W,*(Q) N W?2(Q) der Losung u einer Aufgabe
(3.5) bei glattem Rand 052 (vgl. Satz 3.1) gilt sofort

wri1(8,u, L2(Q)) < C8%w P, (6,u, L*(Q)) = 0(0?).
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Jedoch ist z.B. bereits fiir v > 14 1/2 und o(J) = 6" die Bedingung (4.16) fiir p = 2
verletzt, da die rechte Seite fiir & — 04 gegen 0 konvergiert, die linke aber nicht. Damit

folgt bei geschachtelten Ansatzfunktionenrdumen aus (4.17) nur eine Aussage fiir die
Ritz-Projektion P, (vgl. (3.79)). Fiir 0 < v < 1/2 gilt:

= Pyul| 2y = O(h) = w,11(6,u, LA(Q)) = O(5).

Das Vorgehen in diesem Abschnitt (und auch in den folgenden) ist eine Reduktion
auf den Fehler der besten Approximation. Natiirlich erhalten wir so keinen Beitrag
zur Diskussion des Finite-Elemente-Fehlers in der Supremum-Norm fiir lineare An-
satzfunktionen, da der hier auftretende log-Faktor (vgl. Folgerung 3.28) sich nur iiber
Eigenschaften der Differentialgleichung (Green-Funktion) erkliaren 148t.

4.1.2 Triangulierungen mit Mixing-Bedingungen

Als Voraussetzung fiir Umkehr- und Saturationsresultate bei der Spline-Approximation
sind Mixing-Bedingungen {tiblich (vgl. [80, Kapitel 6.9], [78], und in Verbindung mit
Finite-Elementen siche [97]). Wir folgen hier der Darstellung von Dahmen, DeVore
und Scherer in [24].

Definition 4.6 Sei {7, : 0 < h < 1} eine Familie von Triangulierungen des poly-
gonalen Gebietes Q durch m-Simpleze. {7} erfillt die co-Mixing-Bedingung, falls
Konstanten 0 < cg, 6y < 1 existieren, so daf es zu jedem x € Q und jedem 0 < h < &
ein 0 < h=h(x,h) <hund ein K € T; gibt mit x € K und dist(z, C5K) > coh.

Man beachte im Hinblick auf Randpunkte von €, da§ mit dist(z,CqK) der Abstand
von x zum Komplement von K beziiglich § betrachtet wird, d.h., Punkte aufierhalb
von ) spielen keine Rolle. Die Mixing-Bedingung ist gerade so konstruiert, daf zu
einer r 4 1-ten Differenz mit gentigend kleinem Inkrement stets ein K € (Jyop,<; Zn
existiert, so daf} alle Punkte der Differenz in K liegen. Fiir ein Polynom aus P, ist
diese Differenz somit Null (vgl. (2.12)). Damit haben wir die Beweisidee des folgenden
Lemmas vorweggenommen.

Lemma 4.7 (vgl. [24]) Sei Q@ C R™ ein polygonales Gebiet, und die Familie {7}
der Triangulierungen von € erfille die co-Mixing-Bedingung mit Daten oy und cq aus
Definition 4.6. Weiter seien Vi, = Vj,(r) die zugehirigen, durch m-Simplexe vom Grad

r erzeugten Ansatzfunktionenrdiume (vgl. (3.19)). Dann gilt fir 6 < &y und u € C(§2):

r+1\""!
Co

wrs1(0,u,C(Q)) < 27 <1 + sup [inf ||lu — v||c(9)} . (4.18)

0<h<s |v€VR

Ist insbesondere o : (0,1] — (0,00) eine monoton wachsende Funktion, dann gilt (6 —
0+, h — 0+):

inf [lu —vcg) = O(c(h™)) = w1(0,u,C(Q)) = O(a(6™)), (4.19)

veVy

inf u—vlle@ = o(@(h™) = Wt (6,u,CE) = o(a(6™)).  (4.20)

veV)
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Beweis Seien § < &y und v € R™ mit || < ¢,6/(r + 1) sowie x € Q((r + 1)v).
Dann existieren nach Definition 4.6 ein h = fz(m,é) <dund K € 7;, x € K, mit
dist(z,CqK) > ¢od > (r + 1)|v|. Insbesondere sind damit z, x + (r + 1)v € K. Fiir
jedes v € V; ist v|x € P,(K) und damit folgt A7 u(x) =0 (vgl. (2.12)), also

AL u(@)] = A7 (u(z) — v(@))] < 27 lu = vl o@)-

Ubergang zum Infimum liefert dann |A7H wu(z)| < 27+ infev; |lu — vl @) Damit er-
halten wir:

wr-l—l((sa u, C(Q))
r41
= Wr41 <T * ! 005 u, C(ﬁ)) S (1 + I 1) Wr41 <%,U, C(§>)

co r+1 o
r+1\""!
< 2’"+1<1+ ) su [inf u—v ],
= Co 0<h1;5 eV, | ||C(Q)

womit (4.18) bewiesen ist. Wegen der Monotonie von o folgt dann aber auch sofort
(4.19). Aus (4.18) folgt schlieBlich noch (4.20). Denn zu ¢ > 0 existiert wegen der
linken Seite von (4.20) ein §; > 0, so dafl

: _ _ r+1
Ulen‘ﬁh |u—=vlc@ <eo(h™) Vh <.

Damit ist aber fiir § < min{dy, §;} nach (4.18) auch w,, (6, u, C(R2)) < Cea(6"1), und
da e beliebig ist, folgt (4.20). n

Im Vergleich zum Beweis der Folgerung 4.4 ist das Vorgehen hier wesentlich elemen-
tarer, eine Bernstein-Typ-Ungleichung wird nicht benétigt. Dafiir wird die oo-Mixing-
Bedingung voll ausgenutzt, die einen direkten Vergleich zwischen Stetigkeitsmodul und
Fehler der besten Approximation zuldfit (vgl. dagegen Folgerung 4.4). Da die An-
satzfunktionen jetzt nicht geschachtelt sind (sonst wire die Mixing-Bedingung nicht
erfiillt), kann nicht

sup | inf ||u —v| o | = inf ||lu —v|c@
s | int ool = inf ool

geschlossen werden, um eine noch stédrkere Umkehrung zu erhalten.

Folgerung 4.8 (vgl. Folgerung 4.5) Unter den Voraussetzungen der Fehlerschranke in
der sup-Norm, d.h. von Folgerung 3.28, sei fir die Familie der Triangulierungen von
Q C R? zusitzlich die oo-Mizing-Bedingung erfillt. Sei also u € Co(Q) und uy, die
zugehorige Losung der Aufgabe (3.89), sowie o : (0,1] — (0,00) monoton wachsend.
Ist r > 1 so gilt:

lu = unllo@ = O(@ (k™)) = wrn(6,u,C(Q)) = O(a(")).
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Beweis Die Richtung ,,<* folgt aus (3.99), die umgekehrte wieder aus
nf [lu —vllom < llu—unlle@ = O(a(h™))

und (4.19). n

Ebenso kann die Schérfe der Fehlerabschiatzung (3.100) fiir s = 1 gezeigt werden. Ist
u € C1(Q), so gilt unter Voraussetzung der oco-Mixing-Bedingung:

lu = w0 = O(a(h")) <= wV(6,u,C(Q)) = O(0 (7).

Dazu ist statt (4.18) lediglich die Abschétzung

wﬁl)(é,u,C(ﬁ)) < C sup [inf lu — ’U‘LOO’Q:|

0<h<5 | V€V

zu beweisen: Entsprechend dem Beweis zu Lemma 4.7 seien 0 < 6§y, v € R™ mit
lv| < cod/r, sowie & € Q(rv). Nach Definition 4.6 existieren wieder ein i < § und
K €T, x € K, mit dist(z,CqK) > cod > r|v|. Fiir jedes v € V; ist v|x € P.(K) und
damit D|x € P,_1(K) fiir |a] =1, so daf?

AL D ()] = [A, D (u(x) = v(2))] < 2"|u = v]a000-

Daraus folgt schlief3lich:

WM (6,u,C[@)) < <1+1) w® (Ci—é,u,c@))

Co
_ LAY 0 e e
_ <1+CO) ;1%( =D u,C(Q))

,
< 271+ — sup [inf u—vaoog]
( Co) |azzlo<hg5 vth| oo

m2r (1 + L) sup |i1I1f |u — U|1,oo,Q:| .

Co/) 0<h<é |VEVR

S =

IN

Die oco-Mixing-Bedingung ist nicht geeignet, um eine (4.18) entsprechende Aussage fiir
LP-Stetigkeitsmoduln zu zeigen. Denn sie verlangt nur, da8 bei festem h zu jedem z € Q
eine Triangulierung 7;, h = ﬁ(x, h), existiert, die den entsprechenden Bedingungen
der Definition 4.6 geniigt. Das heifft, zu festem h gibt es evtl. iiberabzahlbar viele
solcher Triangulierungen 7;. Wollen wir das Argument des Beweises von Lemma 4.7
auf LP-Moduln iibertragen, miissen wir die in der Definition des Moduls auftretenden
Integrale iiber Differenzen dagegen in endlich viele Teilintegrale aufspalten. Dies fiihrt
zur folgenden Verschérfung der oo-Mixing-Bedingung.

!Beachte: D®u existiert auch auf 99 als eindeutige stetige Fortsetzung, vgl. Kapitel 2.1.1.
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Definition 4.9 (vgl. [2/], vgl. Definition 4.6) Sei {7, : 0 < h < 1} eine Familie
von Triangulierungen des polygonalen Gebietes €2 durch m-Simplexe oder m-Rechtecke.
{7} erfillt die LP-Mixing-Bedingung, falls Konstanten 0 < c¢q, 09 < 1 und Ny € N
existieren, so dafi es zu jedem 0 < h < & Zahlen 0 < h, ..., hy < h, n = n(h) < Ny,
und fiir jedes x € Q ein 1 < j <n gibt mit v € K € Tj,, und dist(z, CqK) > coh.

T N, T, T

1

Th,

3

Abbildung 4.2: Beispiel zur LP-Mixing-Bedingung: Zu jedem x € () existiert ein
hj, j €{1,2,3,4}, mit z € K € 7;,, und dist(z,C5K) > h/4.

Fiir die Spline-Approximation in einer Dimension wird in [79] (vgl. [80, S.256]) die > -
Mixing-Bedingung eingefiihrt, die wesentlich schwécher als die LP-Bedingung ist. Damit
werden Umkehrsitze wieder mittels Halbnormen gezeigt (vgl. [28]), die die Spriinge der
Ableitungen der Splines an den Knoten aufsummieren. Das Vorgehen 148t sich aber
nicht gut auf hohere Dimensionen iibertragen, da hier die Mengen der Sprungstellen
viel komplizierter sind (vgl. [24]).

Lemma 4.10 (vgl. [24], vgl. Lemma 4.7) Sei Q C R™ ein polygonales Gebiet, und
die Familie {7} der Triangulierungen von S erfille die LP-Mixing-Bedingung mit den
Daten &y, co und Ny aus Definition 4.9. Weiter sei Vi, = Vi, (r) wie in (3.19). Dann gilt
fir o < 6o undu e LP(2), 1 < p < o0:

a) Bei Verwendung von m-Simplezen vom Grad r ist

1 r+1
wrg1(6,u, LP()) < 271N, (1 + - i ) sup {inf |lu— UHLP(Q):| . (4.21)

Co 0<h<5 V€V

Auferdem gelten zu (4.19) und (4.20) analoge Aussagen.

b) Geniigt Q der Rechteck-Eigenschaft, so ist bei Verwendung von m-Rechtecken vom
Grad r oder Serendipity-Elementen (vom Grad r =2):

wr1(6,u, LP(Q)) < C [ sup [inf lu — ’UHLP(Q):| + 5r+1||u||Lp(Q):| : (4.22)

0<h<s |vEVh

Erfillt die monoton wachsende Funktion o zusdtzlich § = O(o(5)) (6 — 0+),
so gilt auch hier eine zu (4.19) analoge Aussage. (Allerdings lift sich wegen des
zusditzlichen Terms 6"t |ul| o) jetzt keine zu (4.20) analoge Aussage zeigen.)
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Beweis zu a) Seien zunéchst {7;,} Triangulierungen durch m-Simplexe. Zu (h =) d <
dp seien hq, ..., h, < 4§, n=n(0), wie in Definition 4.9. Sei

Q; = {re€Q:3K €T mit z € K und dist(z,CqK) > cod}
= ( U {z € K : dist(x,CqK) > 005}) N Q.
KeTij kompakt, d;, K kompakt

Dann ist 2 = U?:l 2; und die einzelnen €2; sind als Schnitt der offenen Menge (2 mit
einer endlichen Vereinigung kompakter Mengen Lebesgue-mefibar. Fiir |v| < ¢od/(r+1)
gilt jetzt mit der Dreiecksungleichung:

ATl o arsn < Y 1AL ull i@ naesim)-
j=1

Firv eV, und z € Q; N Q((r + 1)) ist Artly(z) = 0 und

veV;

||AZ+IU||LP(QJ-OQ((T+1)V)) = inf ||AZ+1(U—U)HLP(Qjmﬂ((rﬂ)u))
h.

J

< 2r+1 : f - <27“+1 : f o
< vlei@ﬁ‘!lu VL) < Sup, Jnf fJu— vl

also

ATy e < n(8) 27 su [inf u—v }
AT ull e @41y < n(0) Sup | nf | | zr (o)
<No

Damit erhalten wir schliefllich

1 r+1
ot @) < (14750 o (2% 0 0)

— U,
Co r+1
+ 1 r+1 '
< Ny (1 4l ) 2" sup {mf |lu — UHLP(Q):| :
Co 0<h<§ |VE€VR

Die weiteren Aussagen folgen wie im Beweis zu Lemma 4.7.

zu b) Werden m-Rechtecke bzw. Serendipity-Elemente benutzt, so betrachten wir ana-
log zu Lemma 4.3 wieder nur r + 1-te Differenzen entlang den Koordinatenachsen unter
Verwendung von Satz 2.23. Dabei erhalten wir durch Satz 2.23 zusétzlich den Term
(V—HHUHLP(Q). |

Folgerung 4.11 Zu den Voraussetzungen der L?-Fehlerabschitzung in Satz 3.17a) sei
zusdtzlich die LP-Mixing-Bedingung erfillt. Sei also u die Lisung einer Aufgabe (3.5)
und uy, die zugehirige Approzimation gemdfs (3.49). Weiter sei wieder o : (0,1] —
(0,00) eine monoton wachsende Funktion, die zusdtzlich die Bedingungen (6 — 0+)

/(S @dt = 0(c(8)), &= 0(c(d)) (4.23)
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erfillt (also z.B. o(8) = 0¥, 0 < v < 1). Dann gelten die Aquivalenzen (r > 1):

2 (6,u, L2(Q)) = O(a(5™7Y)),  (4.24)
2 (6,1, L2(Q)) = O(a(5"Y)).  (4.25)

lu = up|lL2@) = O(hza(hr_l)) = w
lu —uplli20 = O(ho(R™1)) <= w

Beweis Nach Satz 3.17a) bleiben nur die Richtungen ,,=* zu beweisen. Wegen (3.51)
(vgl. (3.79)) folgt aus der linken Seite von (4.25)

lu = unllz2@) < Chllu = unlh o0 = O(R?a (k"))

und wir kénnen uns auf den Beweis von (4.24) beschranken. Nach (4.21) und (4.22)
haben wir (vgl. (4.19))

(6.0, I2(Q) < C sup u—wnlliz + O ull ey = O(F0(6™) + 57
0<h<é

(423) 0(520,(57“—1)) (426)

und konnen jetzt (2.15) benutzen, so daf wir fiir hinreichend kleines ¢ erhalten:

(2.15)

)
o, (6,0, L*(S)) e / i (g, L2(Q))dy
0

° 1y, =yt O " r—2
02/ y oy )dy = / t"rTo(t)t T 1dt
0 0

r—1

G [T e() A 1
~ 7’—1/0 7Dt 2 o(o(5).

<
(4.26)
<

Als direkte Konsequenz des bislang Gezeigten ergibt sich ein Beitrag zur Saturation:

Folgerung 4.12 (vgl. [24]) Unter den Voraussetzungen von Folgerung 4.8 bzw. 4.11
gilt bei Verwendung von m-Simplexen vom Grad r > 1:

a) Ist u € Co(2) und uy die zugehérige Losung von (3.89) und gilt ||u — upll o) =
o(h™*Y), dann ist u € P.(9).

b) Istu Losung von (3.5) und uy, die zugehorige von (3.49) und gilt ||u —up||2¢) =
o(h™™) oder ||u — up||12.0 = o(h"), dann stimmt u f.4. mit einem Polynom aus

P (Q) tberein.

Beweis Nach (4.20) bzw. Lemma 4.10a) folgt jeweils (beachte: ||u—up||12.0=0(h") Ay
inf ey, lu = vll2(e) < llu — w20 = o))
Wrg1(6,u, C(Q)) = 0o(6™™) bzw. w,y1(0,u, L*(Q)) = o(6"™ ).

Damit folgen die Aussagen aus Lemma 2.22. ]
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4.2 Gegenbeispiele: L2-und Supremum-Normen

Bei geschachtelten Ansatzfunktionenrdumen sind Umkehrsétze nicht das richtige In-
strument, die Schérfe der Fehlerschranken Satz 3.17 und Folgerung 3.28 nachzuweisen,
da die Regularitdt der Losungen die Ordnung der Bernstein-Typ-Ungleichung iiber-
steigt und Mixing-Bedingungen nicht erfiillt sind. Daher werden wir jetzt die Existenz
von Losungen u zeigen, fiir die die Ordnungen der intermedidren Fehlerschranken
bestmoglich sind. Dabei werden keine zusétzlichen Voraussetzungen an die Triangu-
lierungen wie z.B. Mixing-Bedingungen benoétigt. Statt nach Losungsfunktionen u zu
suchen, iiber die dann auch eine Inhomogenitéit f festgelegt ist, kénnte man auch di-
rekt nach geeigneten Inhomogenitéiten f suchen, die dann u festlegen. Wir stellen aber
die Losungen u in den Mittelpunkt, da die Fehlerabschétzungen iiber diese - und nicht
tiber f - formuliert sind. Um z.B. die Schérfe der Fehlerschranke (3.52), also von

|u = unll L2 < Ch2wﬁ2—)1(ha u, L*(Q),

zu zeigen, beweisen wir zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w (vgl. (2.23)) die Exi-
stenz eines Gegenbeispiels u,, mit (h,d — 0+)

w1 (6, uw, LA(2)) = O(w(8"),

fiir das sich die Ordnung des Fehlers nicht giinstiger verhélt als die rechte Seite der
Fehlerschranke, also (vgl. Satz 4.14a))

e — (wo)nlz2() # o(RPw(h™™Y)).

Das ist im Vergleich zu Umkehrsétzen ein vollig anderer Aussagetyp, was sich insbe-
sondere auch darin zeigt, dafl an die abstrakten Stetigkeitsmoduln im folgenden kei-
ne asymptotischen Bedingungen wie in (4.14) oder in (4.16) gestellt werden miissen.
Allerdings werden wir bei der Konstruktion der Gegenbeispiele zwischen den Féllen
lims_o4+ w(9)/d = oo, d.h. (2.24), und w(d) = § unterscheiden, die komplementér zu-
einander sind. Im ersten Fall wird die Existenz der Gegenbeispiele jetzt und in den
folgenden Kapiteln mit quantitativen Resonanzprinzipien gezeigt (vgl. Kapitel 2.4),
wéahrend die Beispiele im zweiten Fall explizit angegeben werden.

4.2.1 Der Fall lim;s oy w(d)/d = oo

Die fiir die Fehlerschranken in Satz 3.17 zu konstruierenden Gegenbeispiele sollen
Losungen der Aufgabe (3.5) sein. Dabei stellt sich zunéchst die Frage, welche Funk-
tionen dafiir iiberhaupt in Frage kommen. Nach Satz 3.1 ist (bei konvexem (2) jede
Losung in W, (Q) N W22(Q). Andererseits:
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Lemma 4.13 Die beschrainkte, offene Menge 0 C R™ habe einen Lipschitz-Rand. Fir
die Koeffizienten der Bilinearform (3.4) gelte ans € L>®(Q) und zusditzlich* a.pz €
CY(Q) falls |8] = 1. Dann lifit sich jede Funktion u € W,2(Q) N W22(Q) als Lisung
einer Aufgabe (3.5) mit Inhomogenitit

f=fu= aaoD®u— > D%assDu) € L}(Q), (4.27)

o<1 le|<1,|B]=1

auffassen, also a(u,v) = (fu,v)r2@) Vv € Wol’z(Q).

Beweis Fiir u € W,*(Q) N W22(Q) und v € Wy *(Q) gilt mit Satz 2.12:

a(u,0) E 3 /Q tao(@)(Du(@))o(z)dz + Y /Q (aa,ﬁ(z)pau(x))p%(x)dx

lal<1 |lal<1,|8]=1

@0 3 /Q to,0(z)(Du(@))v(z)ds — > /Q Dﬁ(aa,ﬁ(@D“u(:c))v(x)dx

o<1 lo|<1,]8]=1

= (fuv)r20)-

Die Menge der Funktionen, die Losung einer Aufgabe (3.5) sind, ist also genau
Wy (Q) N W22(Q), so daB wir in dieser Menge nach Gegenbeispielen suchen. Beim
Nachweis der Schérfe der Folgerung 3.28 sind wegen der Formulierung der diskreten

Aufgabe (3.89) alle Funktionen aus Cy(£2) als Gegenbeispiele erlaubt. Zunéchst zum
Fehler in der L2-Norm:

Satz 4.14 Seien Q C R™ polygonal und V,, = Vu(r), 0 < h < 1, die zu einer
gleichmdf$ig requldren Familie von Triangulierungen durch m-Simplexe vom Grad r,
m-Rechtecke vom Grad r oder das Serendipity Element (vom Grad r = 2) erzeugten
Ansatzfunktionenrdiume (siehe (3.19)). Fir die Bilinearform a aus (3.4) gelte neben

Ao p € L(Q) zusitzlich, daff an 5 € CHQ) fir |5] = 1.

a) (vgl. Satz 3.17a)) Ist v > 1, so existiert zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w
mit lims_o, w(0)/0 = oo ein Gegenbeispiel u, € Wy(Q) N W?2(Q), das nach
Lemma 4.13 Losung einer Aufgabe (3.5) ist, so daf$ (6 — 0+, h — 0+)

w?, (5, up, LA(Q)) = O(w(5™Y), (4.28)

aber andererseits
it = (0 )all 2@y # ol b2 (b)), (4.29)

Dabei ist (uy)n € Vi die zu u,, gehérende Lisung von (3.49). Also ist die Fehler-
schranke (3.52) (und mit Satz 2.19 auch (3.51)) scharf.

2Damit ist aq, g fiir |o] = |8] = 1 insbesondere Lipschitz-stetig, vgl. Kapitel 3.1.



92

4. Schérfe der globalen Fehlerschranken

b) (vgl. Satz 3.17b)) Ist s > 2 und r > s, so existiert zu jedem abstrakten Stetig-

keitsmodul w mit lims_o4 w(0) /8 = oo ein Gegenbeispiel u, € Wy (Q)NW2(Q),
so daff (6 — 0+, h — 0+)

W1 (6,10, L)) = O(w(87717%)), (4.30)
aber andererseits
[t — (uo)nl|12.0 # o(h* w(h"™17%)), (4.31)

d.h., die Fehlerschranke (3.54) (und damit auch (3.53)) ist scharf.

Die Einschrinkung s > 2 in b) kann zu s € N aufgehoben werden, wenn man nicht
verlangt, dafl das Gegenbeispiel Losung einer Aufgabe (3.5) ist, d.h. wenn man den
Fehler der Ritz-Projektion Pj, betrachtet. Analog zu Satz 4.14 gilt fiir den Fehler in
der sup-Norm:

Satz 4.15 (vgl. Folgerung 3.28) Seien Q C R? ein konvexes, polygonales Gebiet,
a(u,v) = [, Vu(z)Vu(z)de wie in (3.87),0 < s < r und V, = Vj(r), 0 < h < 1,
die zu einer gleichmdf$ig requldaren Familie von Triangulierungen durch m-Simplexe

vom Grad r erzeugten Ansatzfunktionenrdume.

a) Istr > 1, so existiert zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit lims_o; w(6)/0

b)

= 00 ein Gegenbeispiel u, € Cy(2) N C*(RY), so dafs
(0,1, O(@) = O (1), (4.32)

aber andererseits
[t = (u)nlloy 7 o(P*w(h™7%)). (4.33)

Dabei ist (u,)n die zu u, gehérende Losung von (3.89). Das heifit, die Fehler-
schranke (3.101) (und mit Satz 2.19 damit auch (3.95)) ist scharf firr > 1.

Ist 1 < s < r, so existiert zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit

lims_o4 w(0)/d = oo ein Gegenbeispiel u,, € Co(Q2) N C*(§2), so daff
w581, C(Q)) = Ow(@™7), (4.34)
aber andererseits
4w = (wo)nll1c00 # o(h* ™ w(R™177), (4.35)

d.h., die Fehlerschranke (3.100) (und mit Satz 2.19 damit auch (3.96)) ist scharf
furr > 1.
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Zum Beweis der beiden Sétze schitzen wir wie in Kapitel 4.1 den Fehler nach unten
gegen einen Fehler der besten Approximation ab. Dagegen werden wir erst bei der
Konstruktion von Gegenbeispielen zu den Fehlerabschétzungen in negativen Normen
und in Verbindung mit Superkonvergenz die Eigenschaften der schwachen Aufgabe
und ihrer Diskretisierung wirklich benutzen. Diese benotigen wir insbesondere auch zur
Untersuchung des log-Faktors bei linearen Finiten Elementen (r = 1) in der sup-Norm-
Abschétzung (siehe (3.99)). Dieser Fall ist in Satz 4.15a) nicht beriicksichtigt und wird
in Kapitel 4.4 ausgelagert. Das wesentliche Hilfsmittel wird dort die diskrete Green-
Funktion eines zum Finite-Elemente-Ansatz passenden Differenzenverfahrens sein.

Diskrete Green-Funktionen zu Finite-Elemente-Verfahren (siehe [20, 22]) sind als Ele-
mente des Ansatzfunktionenraums V}, definiert, wihrend diskrete Green-Funktionen bei
Differenzenverfahren Gitterfunktionen sind. Bei Differenzenverfahren ist auch der Feh-
ler eine Gitterfunktion und er 148t sich iiber diskrete Green-Funktionen darstellen. Dies
ist dort grundlegend beim Schérfenachweis von Fehlerschranken (vgl. [11, 13, 14, 15]
fiir gewohnliche und [12, 42, 43, 44, 67, 68] fiir partielle Differentialgleichungen, vgl.
auch Kapitel 4.4 und Anhang B.1). Dagegen ist der Finite-Elemente-Fehler u —wuy, nicht
im Ansatzfunktionenraum, so daf§ sich die diskreten Green-Funktionen hier nicht fiir
eine Fehlerdarstellung eignen.

Zum Beweis der Sétze 4.14 und 4.15 treffen wir zunéchst einige Vorbereitungen, die
wir benotigen, um Satz 2.30 anzuwenden.

Lemma 4.16 Zu jedem m-Rechteck und jedem m-Simplex K existiert eine Funktion
g€ C®R™) mit Trg C K und D*§ # 0 fiir alle o € Ni".

Beweis Ist K ein m-Simplex, so liegt in K insbesondere ein m-Rechteck, so dafl wir nur
m-Rechtecke betrachten miissen. Sei also K = []_,[a;, b;]. Die Funktion f, definiert
durch

—1 "
Fla) = exp |15 fir |z] < 1,

0, sonst,
ist in C*°(R) und erfiillt Tr f C [—1, 1], sowie fU) 2 0 fiir alle j € Ny. Damit geniigt
o TT s 2(z; — aj)
() ._Hf< 1+ —
7j=1
den Bedingungen des Lemmas. [

Fiir die im Beweis zu K = [[7_,[a;, b;] konstruierte Funktion g gilt insbesondere (o €
Ng')

~ - 2 1Y 5 5a. 2(z; — ay)
|Gl = [ } flod) <—1 + ¥>
lj[l bj —a; [1 bj — a;

C(K)
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1

=:C, [ ] >0, (4.36
I, (4.36)
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(4.37)

Jj=1

wobei die Konstanten von K unabhéngig sind.

Lemma 4.17 Seien Q C R™ polygonal, {7, : 0 < h < 1} eine Familie gleichmifig
requldrer Triangulierungen und V), die zugehorigen Ansatzfunktionenrdaume, erzeugt
durch m-Simplexe vom Grad r, m-Rechtecke vom Grad r oder das Serendipity-Element.
Dann existieren eine Folge (Gn)nen C C°(R™) mit Trg, C Q und Konstanten 0 <
¢,C' < 00, so dafs fiir allen € N gilt (j € Ny):

Gnlj0 < Cn/ (4.38)

|Gnlj20 < Cni™2 (4.39)
T |
Ué%f/n 1gn —vlle@ = ¢ (4.40)
Ve - |
vérvﬂf/n”gn Ve > cn (4.41)
inf ||Gn — vlkoo > enf%, ke {0,1}. (4.42)

veVl/n

Beweis Sei K ein Referenzelement fiir die Familie {7} und Fx : K — K, Fxx =
Agx + b, die affine Transformation von K € (J, <, Zn auf K. Nach Lemma 4.16
existiert eine Funktion § € C*°(R™) mit Tr§ ¢ K und D*G # 0 fiir alle o« € N7,
Insbesondere ist damit g kein Polynom und damit nicht in dem endlich-dimensionalen
(und somit abgeschlossenen) V. Es existiert also ein ¢q > 0 mit

inf ||g— > 4.4
inf 1g—vllx >c>0 (4.43)
fir X = C(Q), WbH>(Q), L3(Q) bzw. W2(Q). Sei nun (K, ).en eine beliebige Folge
Finiter Elemente mit K, € 7;/,. Wir gewinnen die Folge (g, )nen durch affine Transfor-
mation von ¢ auf die Elemente K,,, so daf§ sich alle gewiinschten Eigenschaften ergeben.
Wir setzen also fiir n € N:

N [ §oFg,(x), firze K,
gnl@) = { 0, sonst.
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DaTr§ C K, ist Tr g, C K,, C Q, also §, € Co(Q), und §, ist beliebig oft differenzier-
bar.

~ 77
. . (3.34) O (342) diam K |7
gnlia = dnlix, < GillAx 192 < Ci p(Kn)] 191, &
(3.15) , .
< CQ’/Lj‘g‘jj(:an].
) . (3.34) , L
|Gnlj2.0 = Gnljor, < CillAk, || det Ak, [72|3];, %
; _1
(3-42L<(3~44) c diam K ’ meas K | ° 4]
- " p(K) meas K, 2.k
(3.15),(3.16

) . m
=< Cond ("] 72|35, = Can? ™ %.
Nach (3.19) ist Vi/u|k, = Vk,, falls K, C int Q. Ist K, N 0Q # 0, so gilt dagegen nur
Vilk, C Vk,, da bei Vi, zusitzlich die Randbedingung v = 0 auf 02, v € Vi,
erfiillt sein muB. In jedem Fall erhalten wir durch die Verwendung des Infimums:

inf |G, —vlle@ = inf [|gn - > inf [|g, — 0
Ué%/n”% Ve = Uél&l/ann vIIC(m_@eu;Knllgn e

20 inf (g, — G0 F
;g%,}_{“g vo Fg,llc,)

@35 (4.43)
z a Ulel%/fK 19 =0l = cco>0.

Entsprechend gilt fiir den Fehler der besten Approximation in der W1*°-Norm:

. ~ . - N (3.40) . ~ ~
velxl}lf/n 190 — V1000 > Ué{}}f{ [Gn = Oll1,00,k, = Jl}/fl_( |Gn — 70 Fk, 1,005,
(3.35)

< —1 =1 ; s~ N
> allAg,| ;Erlvfk 19 = 0ll1 0,

(3.43) K
S p(K)

P nf e — @ 3
diam K, aler%/l—( lg UHl’OO’K

(3.15) (4.43)
> con inf ||g—9|, 5 = cacon > 0.
VeV, T
Analog folgen auch die Abschéitzungen in der L?- und in der W'2-Norm (k € {0,1}):

(3.40)

veifvllf/n |G — V|lk20 > Ué{}f{ |G — Ok 2k, = lnva 1gn — V0 Fi, k2K,
(3.35) ik I
> al|Ag, [I7*[det Ak, |72 inf [[g — 0], 5 %
vEVK
(3.43),(3.44) meas K
>

. k
o | P
"' | diam K,

1
~3
f 16— 5 i
] 6161}/1_(”9 UHk,z,K

meas K,

(3.15

V=

(3.16) 1 2 (4.43) o
con” | — inf ||g — = > cocon” 2 >0
2 | oy ||9 Hk,2,K = 260 )
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womit das Lemma bewiesen ist. m

Fiir die Folge (§,)nen gelten insbesondere die folgenden Beschrianktheits- und Jackson-
Bernstein-Typ-Abschitzungen (j,n € N, s € Ny, § > 0)

. (4.38)
In"*gnllsa < C, (4.44)
om (4.39)
IR 2 gnllspe < C (4.45)
sowie (siehe Lemma 2.16a) und e)):
Con=a (4.38) .
S —g~ - 17’L_ dn 57 S 2
Chdin~ |gn\s+]§ < 6’259n3
J— (4.39) c
. —s+3 |5 <
w0, g, LAQ) < T |f”‘s S (4.47)
C153n st3 gn‘s—l—j29 < Cgéjnj
Dabei sind alle Konstanten von n und 6 unabhéngig.
Beweis zu Satz 4.14
zu a) Wir setzen die Parameter in Satz 2.30 wie folgt (h = 1/n):
1
X =W (@) nW>(Q), ||-lx=1"ll220 ©n= — =W e(d) =6
Ssu = 0@, (5.0, I2(Q), Ty =n? inf fu—vllpze = — inf Jlu =520,
’ Uevl/n h2

gn(z) = n_2+7§n(1’)

wobei (§n)nen die Folge aus Lemma 4.17 ist. Da g, € Cy(Q) N C?(Q) (beachte Tr g, C
Q), ist insbesondere g, € W, ?(Q)NW22(Q) (vgl. (2.5)). Wir miissen die Bedingungen
(2.27)—(2.29) iiberpriifen. (2.27) folgt direkt aus (4.45) fiir s = 2. (2.28) ergibt sich
ebenso aus (4.47) fir s = 2 und j = r — 1. SchlieBlich folgt (2.29) aus (4.42) fiir k& = 0:
. (4.42)
Tngn =n" inf ||g, —v|lr2@ =n? inf [|gn— 0|2 > ¢>0.

Vl /n ve 1/n
Also ist limsup,,_,, Thg, > ¢ > 0, und nach Satz 2.30 existiert ein Gegenbeispiel
u, € Wy (Q) N W22(Q), das die Bedingung (4.28) erfiillt und (h = 1/n)

> inf L, 2 o (L !
|1y — (uw)h||L2(Q) = uel%/n | — U||L2(Q) -2 nly F 0 ﬁw 1 .
zu b) Hitten wir die Voraussetzungen von Satz 3.17a), also insbesondere die Konve-
xitét von Q, zur Verfligung, so wiren wir fiir s = 2 mit dem Gegenbeispiel u,, von a)
bereits fertig, denn:

(3.51) ¢ -
luw = (wolnllize 2 3 llue = (wo)nllza) # o(hw(R™™)).
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Wir benutzen aber wieder Satz 2.30 (h = 1/n):

1

X =W @Qnw(Q), |- lIx ="lls20 @n= pov

— hr—l—l—s7 0_(5> — 5?—1—1—37

Ssu= oG @), T inf Ju—vlhian, gale) =¥ 5,(0).
veEVi/n

Wieder folgt (2.27) aus (4.45), (2.28) aus (4.47) fir j =r+ 1 — s und (2.29) aus (4.42)
fir k= 1:
142

Tngn =n""" inf |lgn —vll120 =n"""2 inf [|g, —vll120
Vl/n Vl/"

(4.42)
> c¢> 0.

Also existiert mit Satz 2.30 ein u,, so daf§ (4.30) gilt und

1 @30 /1 1
||uw_(uw)h||1,2,QZFTnuw # o | s ) )

Vollig analog verlduft auch der

Beweis zu Satz 4.15
zu a) Wir legen wieder die Parameter in Satz 2.30 fest (h = 1/n):

1
Pn = nr—l—l—s

X = Co(ﬁ) N Cs(ﬁ)’ || . ||X = || . ||5757 _ hr—l—l—s’ 0'(5) _ (5r+1—s7

Syu =l 0.0.0@). Tuw=n' o Ju=vlog, gu(x) =n"Gu(z)

Denn (2.27) folgt aus (4.44), (2.28) aus (4.46) fir j =r + 1 — s und (2.29) aus (4.40).
Satz 2.30 liefert wieder ein Gegenbeispiel u,, mit (4.32) und

1 (2.31) 1 1
||Uw_(uw)h||c(ﬁ)ZETnuw 7 0 Ew nrtl-s )

zu b) Hier &ndern wir nur die Definition von T,,:

1
Pn = nr—l—l—s

X = Co(ﬁ) N Cs(ﬁ)’ || . ||X = || . ||5757 _ hr—l—l—s’ 0'(5) _ (5r+1—s7

Ssu= w1 (6,0, C@), Taw=n"" inf flu=vlica, gule)=n"Gu()
veVi/n

Wieder ergeben sich (2.27) und (2.28) aus (4.44) und (4.46). (2.29) folgt aus (4.41),
und Satz 2.30 sorgt fiir ein u,, mit (4.34) und

1 (2.31) 1 1
||uw - (uw)hHl,oo,Q > ns_lTnuw 7& o ns—lw rtl-s .

Bei der Benutzung von Resonanzprinzipien ist die Konstruktion der Resonanzfolgen
g, die eigentliche Aufgabe. Hier wurde sie in Lemma 4.17 mittels der affinen Trans-
formation einer glatten Funktion auf eine Folge von Elementen der Triangulierungen
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gelost. Dieses Vorgehen entspricht damit auch dem Beweis der direkten Sétze, bei de-
nen Fehlerabschitzungen auf einem Referenzelement mit dem Bramble-Hilbert-Lemma
erstellt und dann mittels affiner Transformation auf ganz 2 ausgedehnt wurden. In [67,
Kapitel 4.4] wird die Schérfe einer Fehlerabschitzung fiir |[u — Pyu| 2oy bei linearen
Ansatzfunktionen ebenfalls mit einem Resonanzprinzip bewiesen. Die Konstruktion der
Resonanzfolge basiert dort allerdings auf den Hilbert-Raum-Eigenschaften von L?(1).
Es wird nicht benutzt, dafl die Elemente der Triangulierungen affin dquivalent sind. Es
gibt wichtige Finite-Elemente, deren Freiheitsgrade fiir affine Transformationen unge-
eignet sind. So lassen sich z.B. bei Bell-Dreiecken, das sind spezielle Hermite-Elemente,
die Rédume Vi i.a. nicht wie in (3.40) ineinander tiberfithren (siche [21, S.99]). Damit
scheitert ein Beweis wie zu Lemma 4.17. Dagegen 148t sich auch noch in diesen Féllen
eine verallgemeinerte Variante der in [67] beschriebenen Methode benutzen. Wir be-
trachten hier zwar keine Hermite-Elemente, greifen aber den Ansatz aus [67], der dort
sehr konkret auf lineare Elemente zugeschnitten ist, auf und {ibertragen ihn in un-
sere allgemeinere Situation. Dabei erhalten wir einen alternativen Beweis zu Lemma
4.17 und damit in der Folge einen weiteren Beweis der Sitze 4.14 und 4.15. Ausgangs-
punkt ist die Charakterisierung der besten Approximation im Hilbert-Raum durch die
Partialsummen:

Lemma 4.18 Sei H ein (reeller) Pri-Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-)g und
Norm ||fllg = /(f, f)u. Weiter sei U C H ein n-dimensionaler Teilraum mit der
Orthonormalbasis (o1, - . ., on). Dann ist

2 n

=fIH = (fe))i VFeH (448

H J=1

nf 17— gl = Hf =S U edues
j=1

Damit werden wir die folgende Verallgemeinerung von Lemma 4.17 beweisen:

Lemma 4.19 Seien 2 C R™ polygonal und {7, : 0 < h < 1} eine Familie von Tri-
angulierungen, so daf$ zu jedem n € N ein K, € Ty, existiert mit diam K,, < C/n
und p(K,) > ¢/n, 0 < ¢,C < 0o (unabhingig von n, vgl. (3.13), (3.15)). Weiter sei
{Vi, C Co(Q)NWE>(Q) : 0 < h < 1} eine Familie von beliebigen linearen Ansatzfunk-
tionenrdumen (die nicht durch m-Simplexe, m-Rechtecke oder Serendipity-Elemente
erzeugt sein miissen), so daff ein N € N existiert mit

1<dimVg, <N VneN, (4.49)

wobei wir hier Vi, := Vim|k, setzen (vgl. (3.19)). Dann gilt:

a) Es ezistieren eine Folge (Gn)nen € C®(R™) mit Tr g, C K, und Konstanten
0<¢,C < oo mit (vgl. (4.38)-(4.42), j € Ng)

1Gnl; 8 SO0, |Gnljoe < CW7%,

B lemZ e g ol 2 on7S
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b) Es existieren eine Folge (§n)nen C C*(R™) mit Trg, C K, und Konstanten
0<c¢,C < oo mit (vgl. (4.38)-(4.42), j € Ng)

Gul,5 < C, |Galjoe < Cni™%,

Uelglf/" 6 = 0l o2 2 em. uel%f/n G — V120 = en' " 2.

Wir verlangen nicht, daf$ die Folgen in a) und b) gleich sind.

Beweis zu a) Sei N, := dim Vi, . Nach dem Orthonormierungsverfahren von Gram-
Schmidt existiert eine Orthonormalbasis {¢1,...,¢n.n} von (Vi,, |l - |l2(k,))- Da
p(K,) > ¢/n, liegt im m-Simplex oder m-Rechteck K, eine Kugel mit Durchmesser
¢/n. In dieser liegt ein m-dimensionaler Wiirfel ) mit Kantenldnge ¢/(n/m) (beachte:
diam Q = /e (/M + .-+ [e/(ny/m)E = v/mle] (/) = ¢/ < p(Fy)). Jetat
wird jede Kante von @Q in N? gleich grofie Strecken aufgeteilt, so dal N>™ Teilwiirfel
Qr mit Kantenlinge ¢/(N?n./m) entstehen. Nun ist

NZm
L= leralfau,) 2 leinllizg = D leiallz e,
k=1

> N2 min{ | eralZao, 1< k< N2 = N2 o1l

fiir ein 1 < j < N2?™. Wir unterteilen jetzt @; analog zu @ und erhalten ein Quadrat
Qji C Q; der Kantenlinge c¢/(N;iny/m), so daB

L= llo2nllizie, > lle2allizg,) = Na"le2nliz, .-

Diese Konstruktion (sieche Abbildung 4.3) wird nun sukzessive fortgesetzt, bis man
schlieBlich einen Wiirfel ),, der Kantenlinge I, = ¢/(N2Vn./m) erhilt mit

[€jnllr20,) < N ™ V1<) < Ny (4.50)

Da N, < N, ist also
an <1, <Cint (4.51)
fiir von n unabhéngige Konstanten 0 < ¢;, C; < 0o. Sei nun g, die Funktion aus Lemma

4.16 mit Tr g, C Qn = [}, [a;, b;] mit b; — a; = I,. Dann ist (j € No)

- - (4.36) 2\’ »
‘gn|j,§ = ‘gn|j,Qn = an (l_) = Col,’?

. n
lal=j

_ . (4.37) 2\’ L™ m_;
|gn‘j72,Q = ‘gn|j,27Qn = an (l_) (5) = Colr j, (452)

|lal=j
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c
N%n\/m

p(Kn)

Abbildung 4.3: Konstruktion von Qn zum =2und N, =2

so daf3

5 (4.51) . ~ (4.51) .
|gn|j,§ < ana |gn|j,2,Q < Cn’72 (453)

. (4.51)
19nllr2,) = o

3

> 0. (4.54)

Dabei sind die Konstanten unabhiingig von @,, und damit von n. Fiir die Abschitzung
der Fehler der besten Approximation erhalten wir mit (4.48):

B 50 =l 2 Jof o = el = I0E 190 = olzage
(4.48) all
=" NGl Foexy — Z(gm Pjn) 72 (r0)
=1
N,
= 1GalZ2,) = 2 Pin)iaa,
j—l

> Hg"HL?(Qn Z ||gn||L2 (On) ||90J n||L2 (On)
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T .- —2m ~ 12 1-2m
= HgnHLZ(Qn) 1 - Z Nn = ||gnHL2(Qn)(1 - Nn )
j=1
Np>2 o ~ (4.54) o
> (1-272 )||9n||i2(Q Hgn||L2(Q > ™. (4.55)

Da nach Voraussetzung diam K,, < ¢/n, folgt sofort auch

_1 ~
Ué%f/n”% Vle@ = meas(K,) zvelglf/nl|gn—v!|L2<Kn>

> [er(diam K,)™ 77 inf [|gn — 0l 22060
UEVl/n
(4.55)

veii‘f/lf 1Gn — vllL2(r) = e

1/n

m
2

> Con

zu b) Wir verfahren analog zu a), gehen aber jetzt von einer beziiglich W?(K,)
orthonormierten Basis {¢14,...,¢n,.n} von Vi, aus. Dann existieren wieder Wiirfel
Q,, mit (4.51), also Kantenlinge c;n™* <1, < Cin~!, so dafl

||S0j,n||172,(gn <N, V1<j<N,. (4.56)
Sei wie zu a) die Funktion §, aus Lemma 4.16 mit Trj, C Q, = H;nzl[aj,bj] und
(4.53), so ist

. . (452),(451) .,

Gnlli2,0 = |Gnl12.0 > cnT 2. (4.57)
Analog zu a) wird auch der Fehler abgeschétzt:

(4.48) N
inf |G, —v||39q > inf ||, — |3 . Gy 0im)2
VeV 1 H1,2,Q = eV g H1,2,Kn ||9 H12Kn ;(9 5, )1,271(”
> H.@@Hig@n - Z ||§n||?72@n <Pj,n||i2@n
j=1

(4.56) Np>2 (4.57)

> ANl S (1= 2 g, 2 0B (458)
SchlieBlich folgt auch noch:
velelf/n ||gn - UHI,OO,Q = velglf/n ;1 Hgn — UHa,oo,Q
1,
> meaS(Kn) 2 velglf/n Z Hgn - UHa 2,Ky
la|<1
vgl. (2.3) 1
> meas(K,)"? inf ||g, — v]12.k,
UEVl/n
. (4.58)
> cn2 inf |G, —v|12k, > con.
UEVl/n
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4.2.2 Schirfe der Jackson-Ungleichung (3.82)

Wir diskutieren hier nochmals die Schérfe der Fehlerschranke (3.82) fiir solche Losungen
u von Aufgaben (3.5), die insbesondere in W*2(Q), 2 < v < r + 1, liegen:

1w — uplr20 < Ch* 7 ull,o.0-

In Kapitel 3.4 haben wir bereits gesehen, dafl man diese Schranke in Abhéngigkeit der
konkreten Losung u fiir v # r + 1 verbessern kann. Unter Verwendung der Resonan-
zelemente aus Lemma 4.17 148t sich dagegen zeigen, daf (vgl. (1.13) und Beweis zu
Satz 4.20, v € 2,7 + 1))

li ||u— UhH1,2,Q
1m sup sup _—

= >c >0,
h—0+ O#uEWOl’z(Q)ﬂWV,Z(Q) h ||u||u,2,Q

d.h., die Abschétzung kann nicht gleichméfig fiir alle Losungen u aus dem Raum
W»2(Q) (vgl. Lemma 4.13) verbessert werden; es existiert keine von u unabhiingige
Funktion ¢ mit limy,_ o ¢(h) = 0 und keine von u unabhéngige Konstante C, so dafl

lu — unlliza < CoM) ullag. (4.59)

Unter Verwendung des Resonanzprinzips Satz 2.29 1&8t sich dariiber hinaus zu jedem
¢ aus der Folge der Resonanzelemente ein Gegenbeispiel u, kondensieren, so daf eine
Fehlerschranke (4.59) selbst mit einer von u abhingigen Konstanten C' nicht gelten
kann.

Satz 4.20 Seien Q@ C R™ ein polygonales Gebiet und Vi, = Vj,(r) durch eine gleich-
mdafig requlire Familie von Triangulierungen erzeugte Ansatzfunktionenrdume. Fir die
Bilinearform a(-,-) aus (3.4) gelte neben an 3 € L®(Q) zusdtzlich, daff anz € CH(Q)
fir |B| = 1. Weiter sei v € [2,7 + 1). Dann existiert zu jeder positiven Funktion
¢ : (0,1] — R mit limy,_oy (h) = 0 ein Gegenbeispiel u, € Wy*(2) N W*2(Q) (das
wegen v > 2 und Lemma /.18 Lésung einer Aufgabe (3.5) ist), so dafs

lup — (up)nll1.2.0 # O(p(R)R" ™).

Beweis Wir legen die Daten fiir den Satz 2.29 fest (h = 1/n):

m
nz

X =W @Qnw*2(Q), |I-Ix=1"lbege, gulz) = o 9n(2),

inf{flu —vll120: v € Vin} L2/~

Tou = D e (W ()~ C X~,
wobei (g, )nen die Folge aus Lemma 4.17 ist. Nach (4.39) bzw. (4.45) ist ||n"gy,|1.20 <
Cnound |0 gn[y11.2,0 < Cn . Nach (2.22) fiir v = (1 — ©) + O(r + 1), also © = =1,

folgt mit Lemma 2.25

177 gnllv2.0 < Cl||nugn’H,_2%||nugn“r®+1,2,ﬂ < C2n1_®n(r+1)e = Cyn”,
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also || gnllv2.0 < Cq, so daf (2.25) gezeigt ist. Zur Resonanzbedingung (2.26):

T LN £ 1lgn— ol
Gy = ———— in )
g nv S0(/)/1,_1)”1 (V 1 EVl/n g 1,2,Q
Pt gl
= in —)
p(nT) vethy, 9 T P20
(4.42) n21 Lm c
> c———n 2 = — — 00 (n—o0).
p(nt) p(nt)

Damit existiert nach Satz 2.29 ein Gegenbeispiel u, € W, *(Q)NW*2(Q) mit (h = 1/n)

: Jup — (up)nllizn o .
lim su d PIAISS > limsup Thu, = 00.
n—>oop e(n~Hn--1 = n_mp nee

4.2.3 Der Fall w(d) =9

Der Randfall w(d) = ¢ ist in den Sétzen 4.14 und 4.15 ausgeschlossen, da das im Be-
weis benutzte Resonanzprinzip Satz 2.30 dafiir nicht anwendbar ist®. Benutzen wir statt
dessen die Variante Satz 2.32, so erhalten wir auch die Aussagen im Fall w(J) = 0, aller-
dings um den Preis einer beliebigen Nullfolge. So existiert z.B. unter den Voraussetzun-
gen von Satz 4.14 zu jeder Nullfolge (£,,)nen ein Gegenbeispiel u. € Wy (Q) NW?2(Q)
mit (h=1/n, 6 — 0+, h — 0+)

W (b us, LA(Q)) = OF) (4.60)
|ue — (uo)nllz2) # o(e,h" ). (4.61)

Da ¢, beliebig gewihlt werden kann, ist die Ordnung der Fehlerschranke (3.52) in
diesem Sinne nicht verbesserbar. Das mufl aber nicht bedeuten, dafl die Schranke selbst
optimal ist. Benutzen wir statt Vj,(r) die Ansatzfunktionen hoheren Grades Vj,(r + 1),
so existieren weiterhin Gegenbeispiele u. mit (4.60) und (4.61). Im Beweis zu Satz 4.14
spielt der tatsédchliche Polynomgrad der Ansatzfunktionen keine Rolle. Der Satz bleibt
damit auch giiltig, wenn wir Vj,(r) durch Vj,(r 4 1) ersetzen, sonst aber den Parameter
r nicht durch r + 1 austauschen. Aber offensichtlich (vgl. Lemma 2.16d)) ist die dann
giiltige Fehlerschranke

[ — w2y < CR2w® (h, u, L*(2)) (4.62)

besser als
= unll 2y < CHP0 2, (hyu, L2(92)).

3Es gibt Resonanzprinzipien, die diesen Fall nicht ausschliessen, siehe [26, 69]. Allerdings ben6tigen
sie entsprechend starkere Voraussetzungen, die wir hier nicht nachweisen kénnen.
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Wir erhalten also die Schérfe der zweiten Abschétzung im Sinne von Gegenbeispielen,
obwohl sie verbessert werden kann. Dieser Effekt kann durch die Angabe eines glatten
Cegenbeispiels im Fall w(§) = ¢ ausgeschlossen werden: Ist uy € Wy*(Q) N W 22(Q)
mit (h — 04)

luo — (uo)nllz2(@) # o(h™1), (4.63)

so ist keine Abschétzung gegen einen Modul hoherer Ordnung als w (h u, L*(2))
moglich: Hatten wir die Abschitzung (4.62), so wére

lu — unllz2@) < CR* T uls000 = o(R"™T)  Yu € WH(Q),

im Widerspruch zu (4.63). Wir konstruieren jetzt explizit ein erforderliches elemen-
tares Gegenbeispiel (vgl. z.B. [9, S.142]). Konkret betrachten wir zu Q = (0,1)? die
Familie der gleichméfig reguldren Triangulierungen (3.17) und die zugehorigen, iiber
2-Simplexe vom Grad r erzeugten Ansatzfunktionenrdume Vj, = Vj,(r). Insbesondere
ist fiir h = 1/n nach (3.12) 7, = {K}, : 1 < j,1 < n,i=0,1}. Sei ¢ € C*(R?) mit
Trp C [0,1]2 und ¢ = 1 auf [1/4,3/4]% (bzgl. der Existenz von ¢ siehe z.B. [58, S.35];
entsprechende Funktionen werden auch im Anhang A mafigeblich verwendet; vgl. auch
(5.18)). Das Gegenbeispiel sei konkret

uo(@) = p(z)2it € CX(R?Y) (2= (21,22)).

Nach Wahl von ¢ ist ug|go = 0, und nach Lemma 4.13 ist uo Losung einer geeigneten
Aufgabe (3.5). Sei h = 1/n und (ug);, die zugehorige Finite-Element-Approximation
gemi$ (3.49). Dann gilt fiir den Fehler:

o = (wo)allzzoe = inf lluo = vliiane = inf ;;llluo olza)
Js

n

1 n
X;Z inf - lug = vl 2 ) 2 > inf - flug — vl 7a(go,)- (4.64)
1= .77

=1 vEPH (K ) = vEPH(KY))
Kolc[l/4 3/4]2

Fiir K7, C [1/4,3/4]* ist uo(x Mo, = 27" und (vgl. Abbildung 4.4)

inf up — vl
UEP’I‘(K;),[) || HLQ(K;’)J)
2
Ih ih
= inf / / it — Z cox®| drxidrs @ co €ER
-1k J G=1Dh+aa—(1-1)h oler

2

(1-1/2)h
> inf / / ot anz dridxy @ cq € R
- (j—1/2)h

|laf<r

1 ih
> inf< -h inf r+l _ 228 dry e, €R
= 2 mE[(l—ll)gll,(l—lﬂ)h] /( ! Z Ca'l L1t Ca €

J=1/2)h jal<r
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(jh,lh)

Abbildung 4.4: Zur Zerlegung des Integrationsbereichs

2

1 i
= 5hinf / 2 an 11 o €ER, xo €[(I—1)h, (I —1/2)h]

(G-1/2)h la|<r

1 o
= 5hinf / z chxl

(G—=1/2)h i=0

2
dry : ;e R 0< 1<), (4.65)

wobel sich die Konstanten ¢; aus den ¢, und den Potenzen von x, ergeben. Mit der

) —1/2
Substitution y = P —U—U2h 1, also z; = %y—i— Cy, mit Cy, = (j — 1/4)h, ergibt

Jh (j—1/2)h
[
(—-1/2)h

h/1
4 i=0
.12
h 2r+3 1 4 r—+1 r 4 r—+1 h 7
- (1) Llerie) -xa(i) (o)
h 2r+3 1
= (Z) /\yr“—v(y;h)IQdy,
—1

wobei v(+; h) € P,. Dies eingesetzt in (4.65) ergibt:

h 2r+3
inf ||uo _U”%Q(Kﬂz) > 5 < ) inf / " = o(y)2dy > c1, h2 T

veP(KY)) vEPr

sich

d!L’l

7’+1 chxl
12
h r+1 T h %
(Zy + Ch) - Z & (Zy + Ch)

dy.

Zusammen mit (4.64) folgt damit schlieBlich insgesamt:

n vgl. (3 12)

Huo - (UO)h||L2(0’1)2 > Z Cl,rh2T+4 \/W \/Ehr—l—l.

gl=1
K7 C[1/4,3/4]
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Andererseits gilt mit Satz 3.17a), daB ||uo — (uo)nl r2(0,1)2 = O(R™), womit die Schérfe
fiir den Fehler in der L?-Norm gezeigt ist. Wegen (3.51) bzw. (3.79) (und da hier Q
konvex ist) folgt

2o — (wo)nll1,2,0,12 > crh™Hug — (uo)nll L2012 > c2h”, (4.66)

wohingegen Satz 3.17 nun |Jug— (o )n||1,2,00,12 = O(R") liefert. SchlieBlich 1&8t sich auch
noch der Fehler in den Supremum-Normen auf den L?-Fehler zuriickfiihren:

Juo — (uo)nllcpaz = Iluo — (wo)nllr2(o,1)2 = ch™!
2o — (wo)nll1,00,000)2 = C1llo — (wo)nll1,2,01)2 = c2h”.

Mit Folgerung 3.28 (beachte (3.90)) ergibt sich also auch hier die Schérfe im Fall
w(9) = 0, falls in der Fehlerabschitzung kein log-Faktor auftritt (d.h. r» > 1).

4.3 Gegenbeispiele: Negative Normen

Die zum Beweis der Schérfe der L?-Fehlerschranken (Satz 3.17) angegebenen Gegen-
beispiele liefern direkt auch einen Beitrag zur Giite der Abschétzungen (3.86)

= wnl| 20 < CH 2w, (hyu, LA(Q))

in den negativen Normen (2.10), allerdings nur fiir 0 < v < 1.

Folgerung 4.21 Seien Q) C R™, ein konvexes, polygonales Gebiet und die Bilinear-
form a(-,-) wie in (3.4), so daf zusditzlich zu a,ps € L*®(Q) gilt: ans € CHQ) fiir
|B] = 1. Auferdem seien Vi, = Vj,(r) mit r > 1 Ansatzfunktionenrdume zu gleichmdfig
requldren Triangulierungen, gebildet durch m-Simplexe vom Grad r, m-Rechtecke vom
Grad v oder das Serendipity-Element (vom Grad r = 2). Dann existiert zu jedem ab-
strakten Stetigkeitsmodul w mit lims_, w(0)/0 = oo eine Lisung u, € Wy2(Q) N
W22(Q) einer Aufgabe (3.5), so daf$ fir 0 <v <1 gilt (§ — 0+, h — 0+):

w? (5, u,, L2(Q) = Ow(d™™) (4.67)
o = (uo)nl|—v20 # oK T2w(h")). (4.68)

Dabei ist (uy)n die zu u,, gehorige diskrete Losung von (3.49).

Beweis Die Voraussetzungen sind so gewihlt, daf§ wir die Sétze 3.17 und 4.14a) be-
nutzen konnen. Sei u,, das Gegenbeispiel aus Satz 4.14a). Damit geht (4.28) iiber in
(4.67). Mit (2.22) und Lemma 2.25 erhalten wir zunéchst fiir 0 < v < 1

Huw - (uw)hHVﬂ,Q < Cl,VHuw - (uw)hH};;(Q)Huw - (uw)hH’f,z,Q

(3.52),(3.54)
Cou W20 (hy g, L) [ho®) (b, e, L))

= Gl (hyug, L)), (4.69)

IA
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wihrend diese Aussage fiir v € {0,1} bereits (3.52) bzw. (3.54) ist. Wegen (4.29)
existiert eine Folge (h;);eny C (0, 1] mit lim; .. h; = 0 und

[ty = (), L2(0) = chiw(hi™) >0, (4.70)

so dafl insbesondere auch
Uy — (U )n,; 7 0. (4.71)
Da uy, — (uy)n; € W, ?(Q) € W»*(Q), erhalten wir fiir hinreichend kleine h;

(uw - (uw)hjav)L2(Q)

| — (uw)hj ||—V,2,Q = sup
0£vEW¥:2(Q) [v]ls2.0
@) luw — (uw)n, ||%2(Q) (4.69) e — (ue)n, ||%2(Q)
ltw — (W le — W20 (hy, ug, L2(S))
4.67 — 2 470
. ”““hi_ff;&’;_”ﬁ“” R )
so dal auch (4.68) gezeigt ist. "

Insbesondere funktioniert das obige Argument auch im Fall w(d) = §, wenn statt u,
das Gegenbeispiel ug aus Kapitel 4.2.3 verwendet wird. Fiir v > 1 ist aber i.a. u —uy, ¢
W»2(Q), so daB sich auf die Schérfe fiir héhere negative Normen so nicht schlieen
1aBt. Wir beweisen aber auch die Schirfe fiir v > 1. Dazu kénnte man den Fehler
der besten Approximation inf,cy, ||u — v||—y 20 mit der Technik des Referenzelements
analysieren. Fiir symmetrische Bilinearformen lassen sich Gegenbeispiele aber auch
tiber den sogenannten ,pollution effect* (vgl. [93, S.425], siehe [9, S.141]) gewinnen:
Zunéchst ist

3.5
(fuu_uh)L2(Q) (:) a(uvu_uh) = a(u_uhau)
uf?:i;?u (2.54) 2
=" alu —up,u—wup) > cllu—upisq- (4.72)

Ist die Inhomogenitit f # 0 der Aufgabe (3.5) schon in W*2(Q), so gilt damit

(u — Up, ’U)LQ(Q)

||u - UhH—u,z,Q = sup
0A£veW¥:2() [v]lv2.0
> (u — up, f)L2(Q) C||U - Uh“%,zﬂ (4.73)
- [fllo2e = fllv2e

fiir eine Konstante ¢ > 0. Damit kann ||u — uy||—,2.0 in dieser Situation nicht schneller
gegen Null konvergieren als [|u — u|7 5 . Im Hinblick auf (4.66) ist somit die Konver-
genzordnung h*" maximal.

Satz 4.22 Seien Q C R™ ein konvezes, polygonales Gebiet und die Bilinearform a(-,-)
aus (3.4) symmetrisch mit a5 € C"(Q) fiir |a| < 1 und |B] = 1 sowie aqo € CTHQ)
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fir |a] < 1. Dabei ist wieder r > 1 der Grad der Ansatzfunktionen V, zu einer
gleichmdfig reguldren Familie von Triangulierungen (siehe (3.19)). Weiter sei B C
[0, — 1] die Menge der v, die die Regularititsbedingung (3.85) in Satz 3.25 erfiillen,
fiir die also die Fehlerschranke (3.86) gilt. Dann existiert zu jedem abstrakten Stetig-
keitsmodul w mit lims_o, w(8)/8 = oo eine Lisung u, € Wy (Q) N W>2(Q) einer
Aufgabe (3.5) (vgl. Lemma 4.13), so daf$ fiir jedes v € B gilt (6 — 0+, h — 0+):

w6, 10, L2(Q)) = Ow(6™))
o = (udnll vz # o(h* 2w (™)),

Das Gegenbeispiel lifst sich also fir alle v € B identisch wdhlen.

Beweis Die Aussage folgt als Anwendung von Satz 2.31. Wir setzen (h = 1/n)

1
X =W (@)nwW>2(Q), |-lx=1l"lk20 ¢n= =W o(0) =0,

nr—l
Ssu = w® (6,1, LX), Tyt = n""2||u — up||_ya2q fiir v € B, =B,

gn(l’) = n_2+%§n(x)>

wobei (gn)nen die Folge aus Lemma 4.17 ist. Die Fehlerfunktionale T,,, messen jetzt
nicht mehr einen Fehler der besten Approximation, sondern den tatséichlichen Finite-
Elemente-Fehler. Das ist notig, um den ,,pollution-effect* auszunutzen. Dabei beachte
man, daf§ wieder wegen Lemma 4.17 jedes u € X Losung einer Aufgabe (3.5) ist, so
dafl wir die Schreibweise uy, statt P,u verwenden. Wegen

(2.10) L o (2.58) 42
Toou < 0" llu—up2@ <0 lu—upllize < Cn”

i B
uel%/n |u U||1,2,Q

Oevl/n
S Cn”+2||u||172,9 S Cn”+2]|u“2,279 Yu c X, Ve ]B,

ist T,,, € X~ und ||T,,]lx~ < Cn”™2, wobei die Konstante C' von v und n un-
abhéngig ist. Damit ist insbesondere (2.34) gezeigt. (2.32) folgt aus (4.45) und (2.33)
aus (4.47) fir j = r — 1 und s = 2. Die Voraussetzungen sind so gewahlt, da} die
Fehlerabschétzung Satz 3.25 benutzt werden kann. Damit erhalten wir (2.35) (vgl.
(2.39)):

(3.86) ey 1 1
Tn,ugj S Cl,un +2ny+2w7(~2—)1 (gmgja L2(Q))

Lemma 2.16e) 1
< Cop—— 1glr+12.0 = Ca,,Ci0p.
n

Es bleibt die Resonanzbedingung (2.36) zu verifizieren. Nach Lemma 4.13 ist g,, Losung
der Aufgabe

a(gn,v) = (fu, V)12 Vv € Wy?(Q)
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mit (siehe (4.27))
fn = Z a'oc,ODagn - Z Dﬁ(aa,ﬁDagn)~
o<1 lo|<1,18|=1

Die Voraussetzungen an die Koeffizienten a,, 5 sichern, da8 f, € W=12(Q) € W*2(Q).
Genauer ergibt sich fiir £ € Ny, 0 < k < r — 1, mit der Leibniz-Regel

v ~(ta
lhan < 3 | 5 (1) 10017l +

[vI<k L|a|<1¢<y

B\ (v Bt
T Z ZZ(A) << ||DA+C%,6HC(§)||D7 O Inllr2@)

lo|<1,[B|=1 A<B (<

gm vgl. (2.3) _oym kt2 5
< Cillgnlls+220=Cin "2 ||gallki220 < Cin 772 Z [Gnliz0
=0
(4.39)
< Czn_2+%+k+2_% = C2nka (4’74>

wobei die Konstanten von n unabhéngig sind. Insbesondere ist demnach
[ fallv20 < Con”, (4.75)

denn v € [0, — 1], und fir v € {0, — 1} ist dies unmittelbar (4.74), wéhrend wir
zusitzlich (2.22) (mit sy = 0, s = r — 1, v = O(r — 1)) und Lemma 2.25 im Fall
v € (0,7 — 1) benutzt haben. Sei (g,), die zu g, bzw. f, gehérende Losung von
a((gn)n,v) = (fusv)12(0) Vv € Vi/p. Dann ist zunéchst nach (4.42):

lgn — (gn)nll120 = veiiglf/n gn — V]100 =022 Ueiglf/n 1Gn — v[[1,2.0
(4.42) o
> en et =t > 0. (4.76)

Damit ergibt sich mit (4.72)

(fmgn - (gn)h)L2(Q) > CHgn - (gn)hHiz,Q > O>
so dafl f,, # 0. Damit konnen wir (4.73) benutzen und erhalten

@13 o llgn = (gn)nlli 2.0

nl|lv,2,
(4.76) n=2 (4.75) n =2
> entti—— ez — =3, >0 477
Fallan = " = 4

mit einer von n unabhéngigen Konstanten cs3. Damit ist auch (2.36) gezeigt, so daf
nach Satz 2.31 das gewiinschte Gegenbeispiel u, € Wy(2) N W?2(Q) existiert. Dabei
beachte man noch, daf§ limsup,,_, . B, = limsup,_, . B =B. n

Im Fall v = 0 ist die Aussage von Satz 4.22 natiirlich ein Spezialfall von Satz 4.14a),
der Schiirfeaussage fiir den Fehler in der L2-Norm. Da die Gegenbeispiele unabhiingig
von der konkreten negativen Norm gewihlt werden kénnen, bietet sich der folgende
Vergleich an:
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Folgerung 4.23 Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.22 existiert zu jedem ab-
strakten Stetigkeitsmodul w mit lims_oy w(9)/6 = oo und jedem Paar vy > vy, v1,v5 €

B, ein Gegenbeispiel u, € Wy*(Q) N W22(Q), so daf (§ — 0+, h — 0+):

w? (6,u,, L*(Q)) = Ow(™Y) (4.78)
o — ()il —p2 # o(h”*2w(h™)) (4.79)
o = (o)l - 20 # oW |luy — (u)nll-1r2.0)- (4.80)

Beweis Nach Satz 4.22 existiert ein Gegenbeispiel u,,, so dafl (4.78), (4.79) und

[t — (Ue)nll = 2.0 # 0(W 2w (B) (4.81)
erfiillt sind. Auflerdem ist nach Satz 3.25

lto = (@l -vsze < Cah™ w2y (h e, L(9))

(4.78)
< Coh”Tw(h™h) (4.82)
fiir hinreichend kleine h. Falls (4.80) nicht gilt, gébe es eine Funktion ¢ : (0,1] — R
mit limp, o4 ¢(h) = 0 und

(4.82)
1w = (Uo)rll 01 2.0 < Cro(R)R 2 |Juy — (u)nll -0 < C2¢(h)hyl+2w(hr_1),

im Widerspruch zu (4.81). "

Im Fall w(d) = ¢ ist die Schérfe im Spezialfall 0 < v < 1 (vgl. Folgerung 4.21)
unproblematisch. Daneben ist der Fall v = r—1 als Endpunkt der direkten Abschétzung
ausgezeichnet, da sich hier das Gegenbeispiel iiber den ,pollution effect” konstruieren
a8t (vgl. (4.73)). Fiir alle v € B erhalten wir dartiber hinaus immerhin sofort noch
asymptotische Schérfe (vgl. (1.14)) im Sinne von

Folgerung 4.24 Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.22 existiert eine Folge

(un)ey C Co(Q2) N C=(R™), so daf$ es fiir jedes v € B Konstanten 0 < ¢,C < o0
gibt mit (h =1/n):

Ch* " |00 (4.83)

Chu+r+1 |un|r+172,g. (484)

||Un - (un)h || —,2,Q

<
||un - (un)h||—u,2,Q Z
Beweis Sei u,, ;= n~1 Gn, Wobei (g, )nen die Folge der Resonanzelemente aus dem
Beweis von Satz 4.22 ist, d.h., u,(r) = n~""1+™/2g, (r) mit der Folge (§,)nen aus
Lemma 4.17. Wegen (4.39) ist |y, |r4+1,20 < Cp, unabhéngig von n, und mit (4.77) folgt
dann sofort (4.84):

oy (4.77)
||un_(un)h||—l/,2,ﬂ = n r )Hgn_(gn)hn—uﬂ,ﬂ Z cn

C

. v+r+1 13 v4r+1

— Clh Z C h |un|r+1,2,Q-
0

~(r=1),,~(v+2)
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Schlie3lich liefert Satz 3.25:
||un - (un)hH—V,Z,Q S Clhu+2w7(»2_)1(ha Up, Lz(Q)) S C2hu+r+l|un|r+l,2,ﬂ~

Wir kénnen die Folge (u,)nen aber nicht mit einem Resonanzprinzip zu einem Gegen-
beispiel kondensieren.

4.4 Gegenbeispiele: Lineare Ansatzfunktionen und
Supremum-Norm

Bei der Analyse der Schérfe der sup-Norm-Fehlerschranken aus Folgerung 3.28 wurde
bislang der Fall » = 1, bei dem ein zusétzlicher log-Faktor auftritt, ausgespart (siehe
(3.99)):

= wnlley < Cllog hlwn(h,u, C(Q).

Wir greifen nun die Ideen von Haverkamp aus [52] auf, um auch zu dieser Fehler-
abschétzung entsprechende Gegenbeispiele zu konstruieren. Dabei gehen wir von mog-
lichst einfachen Daten aus. Zu Q = (0,1)? C R? sei wie schon zuvor die gleichmiflig
regulére Familie von Triangulierungen (3.17) gegeben. Insbesondere werden wir expli-
zit nur die Parameter h = 1/n, n € N, benutzen, fiir die die Darstellung (3.12) gilt:
T, = {Kj;: 1 <j,1 <n,i=0,1}. Die Ansatzfunktionenrdume Vj, = V;(1) bestehen
aus stiickweise linearen Funktionen, und die zugehorigen Basisfunktionen sind in (3.33)
angegeben. Damit ist zu jedem u € Cy(Q) eine Losung uj, € Vj, von (3.89) eindeutig
festgelegt, wobei sich die in (3.89) benutzte Bilinearform aus dem Laplace-Operator

ergibt (siehe (3.87)).

Die Notwendigkeit des Logarithmus-Faktors in der Fehlerabschitzung (3.99) des Pro-
blems (3.89) wird in [52] bewiesen. Genauer wird dort fiir eine unwesentlich andere
Familie von Triangulierungen gezeigt, dafl es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dafl zu
jedem h = 1/(2n) eine Funktion u, € Cy(Q) N C?(Q) existiert mit

lun = (un)nll @ > ch?llog hllunl, g (4.85)

Dies ist also eine asymptotische Schérfe im Fall w(d) = 0 (vgl. (1.14), Folgerung 4.24).
Die im Beweis dieser Aussage explizit konstruierte Folge (u,)neny wird von Liittgens
in [67, Kapitel 4.5] aufgegriffen und als Resonanzfolge fiir die Anwendung des Be-
schranktheitsprinzips Satz 2.30 interpretiert. Das Ergebnis ist die Schéirfe im Sinne
von Gegenbeispielen im Fall lims o, w(0)/d = oo (siehe [67, S.185]):

Zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit lims_o4 w(0)/d = oo existiert eine Funk-
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tion u, € Co(Q) N CHQ) mit* (§ — 0+, h — 0+)

WiV (6,u,, C(Q) = Ow(d))

(4.86)
[t = (w)rlle@ #  o(hlloghlw(h)).

Aus den so formulierten Ergebnissen 148t sich nicht schliefen, dafl die Supremum-
Norm des Fehlers durch den Fehler in einem festen Punkt ersetzt werden kann. In
den Beweisen wird aber die Abschidtzung nach unten gerade an der Stelle (1/2,1/2)
aufgebaut. Wir wollen hier jetzt einen Schritt weiter gehen und die Schérfe auf einer
in [0, 1)? dichten Menge B beweisen (vgl. [48]).

B::{(;_n,;_n>:1gi,jg2"—1,neN}.

Zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit lims_o w(d)/0 = oo und s € {0,1} ewi-

stiert ein Gegenbeispiel u, € Co(Q2) N C*(QY), so daff (6 — 0+, h — 0+)

Satz 4.25 Sei

W (6,1, C() = Ow(d*))
(o — (u)n)(®)] # o(h*|log hlw(h*~%)) V1 € B, (4.87)

womit die Schirfe der Fehlerabschitzung (3.99) punktweise auf der in [0,1]* dichten
Menge B gezeigt ist.

(4.87) bedeutet also, dafl zu jedem 7 € B eine von 7 abhéingige Konstante ¢, > 0

. | (1w — (ue)n) ()]

1 > ¢

neos Bloghlw(h~) =
Die Abhéingigkeit vom Punkt n kann dabei nicht aufgehoben werden, worauf wir im

Anschluff an den Beweis kurz eingehen. Fiir s = 1 folgt aus Satz 4.25 insbesondere
natiirlich auch (4.86).

existiert, mit

Wir verwenden im Beweis die Ideen aus [52], aber entgegen der dortigen Darstellung
folgen wir [67] und benutzen die Terminologie der Differenzenverfahren und damit der
diskreten Green-Funktionen. Damit zeigt sich zum einen die Néhe zu Scharfeiiberle-
gungen bei Differenzenverfahren (siche insbesondere [43, 68], wo u.a. das Auftreten
eines log-Faktors bei Fehlerabschétzungen gegen 7-Moduln untersucht wird). Anderer-
seits haben wir sofort Ergebnisse (z.B. Negativitéit der diskreten Green-Funktion) zur
Verfiigung, die sich als wesentlich erweisen. Daneben werden wir zum Abschlufl des
Kapitels noch mittels einer Fehlerabschéitzung fiir ein Differenzenverfahren zeigen, dafl
der log-Faktor bei sehr glatten Losungen u entfallt.

4Eigentlich wird in [67] der gemischte Modul wgl) verwendet, der aber als Konsequenz der
Kemperman-Identitit (Lemma A.3) auf Q zum hier benutzten radialen wil) dquivalent ist.
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Wir beginnen mit der Definition der benétigten Gitter und Differenzenoperatoren.
Seien jetzt h = 1/nund Qy, = {(z1,22) : 1 = i/n, x5 = j/n, 0 < i,j < n} sowie ), :=
QNQ, und Ty, == Q, N 9N (vgl. mit den Bezeichnungen (3.21)). Als Approximation
des Laplace-Operators betrachten wir fiir (reellwertige) Funktionen auf ;, den Fiinf-
Punkte-Differenzenoperator ((z1,z2) € Q)

Apyn(1, 22) = (4.88)
h 2 [yn(x1 4 hy@2) + yn(z1 — hy @2) + yu(21, 22 + h) + yp(z1, 22 — h) — dyp(z1, 22)],

den wir auf €, fortsetzen durch

A
i = { 20 G2

Dieser Differenzenoperator erfiillt das folgende Maximumprinzip (siehe z.B. [57, S.463]):

Lemma 4.26 Ist y;, eine Funktion auf Qj, mit Apyn(€) > 0 fiir jedes &€ € Qy,, so gilt:

max y; (§) < maxy,(£). (4.89)

Sei V}f = {yn : U — R, y, = 0 auf I',}. Zu jeder Funktion f, auf Q, existiert eine
eindeutige Losung y;, € V,E der folgenden Differenzengleichung (siehe z.B. [57, S.464])

Apyn(§) = Anyn(§) = fn(§) VE € Q. (4.90)

Damit ist A, auf V}f invertierbar, und wir interessieren uns fiir eine geeignete Dar-
stellung von A;l. Diese ermdoglicht uns die diskrete Green-Funktion G, auf 0, x §2p,.
Sie ist als (eindeutig existierende) Losung der obigen Differenzengleichung fiir konkrete
Inhomogenitéten f;, definiert. Fiir festes n € €2, ist genauer Gy(-,7n) € V,E bestimmt
durch

[ARGR(-m)](E) = [AnGa(-,m)I(§) = 0,(§) V& €, (4.91)
wobei 9§, € V! mit 6,(&) =1, falls £ =n und §,(£) = 0 falls £ # 1.

Als direkte Konsequenz von Lemma 4.26 erhalten wir

Gu(€,m) <0 YEEQ,, nE Q. (4.92)
Mit der diskreten Green-Funktion lassen sich Gitterfunktionen darstellen:
Lemma 4.27 (siehe [51, S.58]) Fiir Funktionen y, € V}f qilt die folgende Darstellung:

un(€) = D Gr&mAnyn(n) = D Gul(&mAnyn(n) V¢ € Q. (4.93)

neQy neQy,
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Beweis Bezeichnen wir die rechte Seite von (4.93) mit wy,(€), so ist wegen G, (-, n) € V!
auch wy, € V,f und

Apwp(€) = [ARGH(,m)](€) Anyn(n) ) 2 Z oy (&) Anyn(n) = Apyn(§)

neQy, neQy,

auf €2,. Damit folgt aus der eindeutigen Losbarkeit von (4.90) die Behauptung. ]

Da der Fehler bei Differenzenverfahren selbst eine Gitterfunktion aus V,f ist, eignet sich
das Lemma auch fiir eine Darstellung dieses Fehlers (vgl. [11]-[15], [42]-[44], [67] und
Anhang B.1). Wir haben jetzt folgende Darstellung fiir A, ':

Folgerung 4.28 Fiir Funktionen y;, € V,f gilt:

A (€)= Grl&myn(n) V€€ Q. (4.94)

neQy,

Beweis Wir bezeichnen die rechte Seite von (4.94) mit By, (€). Da Ay, auf V¥ bijektiv
ist, ist nur B Ay, = yn zu zeigen, was aber nach (4.93) klar ist. n

Insbesondere erhalten wir damit fiir v, = d,, n € Qy:

Gr(&,m) = (A;10,)(&) VEe . (4.95)

Der Kern des Beweises von Satz 4.25 ist eine Abschitzung des Fehlers nach unten
gegen einen Funktionswert der diskreten Green-Funktion, fiir dessen Betrag wir jetzt
seinerseits eine untere Schranke herleiten. Dazu wird die diskrete Green-Funktion nach
einem Orthogonalsystem von Eigenfunktionen von A;' entwickelt (vgl. [43, 52], [67,
S.1271t)).

Sei fir 1 <4, <n—1und (z1,25) € Qn:
2;. (@1, T3) = sinimzy sin jra,. (4.96)

Dann ist z; ; € V,f und
Ahzm(g) = )\i,jzi,j(g) V§ c ﬁh (497)

Aij = —4n? {Sin2 (%) + sin? (%)] . (4.98)

Also ist A Zij = )\ i Zig Der Beweis dieser Aussage besteht in einer elementaren

mit

Anwendung der Addltlonstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen — siehe z.B.
(67, S.127]. Mit dem auf V/* definierten Skalarprodukt (vs1,vss € V})

(Uh,1,vh,2)h = Z Uh,1(77)vh,2(77)

neQy,
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folgt (vgl. [43, 52], [67, S.128))

n2

(Zihjla Ziz,jz)h = Zdi1,i25j17j2> (499)
wobei 8; ; = 1 fiir i = j und sonst 0 ist. Da dim Vi = (n—1)2,ist {2, : 1 <i,j <n—1}

eine Orthogonalbasis von V,f , und jedes y;, € V,f 168t sich so entwickeln:

-1
) %, 4
%7] _2 Z yh>zlj h%ij- (4100)

Damit konnen wir nun die angestrebte Abschéitzung beweisen:

Lemma 4.29 Sei € € (0,1)%. Dann existiert eine von h unabhdingige Konstante ¢ =
ce >0, so dafs fir alle h =1/n, n € N, mit £ € Qy, gilt:

1GL(&,8)| = —Ghr(&,€) > ch?|loghl. (4.101)

Beweis Zum gegebenen ¢ existiere ein h mit £ € €,. Dann hat £ die (von h unabhéngi-

ge) Darstellung § = (£1,62) = (p1/q1, p2/qe) fiir Zahlen p, ¢ € N, py < g, 1 =1,2. Nun
ist sin jw% = 0 fiir ein 7 € N genau dann, wenn j ein ganzzahliges Vielfaches von

kgV(pl, ql)
b

Nl =

ist. Wir beweisen dies kurz: Gilt einerseits j = kkgV(p;, q)/p; fiir ein k& € N, so ist
Jjro/q = kmkgV(py, q)/q und sin jmp; /g = 0. Sei andererseits sin jmp;/q = 0, so ist
—————

eN
jpi/q € Nund q|jpr (g teilt jp). Offensichtlich gilt auch pi|jpi, so dal kgV (pi, qi)|jpi,
also jp; = kkgV(py, ) fiir ein k € N. Damit ist j Vielfaches von kgV (p;, q;)/pi-

Man beachte, daB N; € N mit N; > 1 wegen p; < q; < kgV(py, ¢). Damit ist

Ml = Ml@ = il’lf{Sil’l2j7T% j c N, lej}
l

= inf{sirﬁjﬁzﬂ :j:k+iNl,1§k<Nl,i€No}
q

= inf{sm [knr + it N — } 01 §k:<Nl,z'€No}
a q

= min {sin2 l{:w}ﬂ
a
> 0, (4.102)

11§k<Nl}

und wir erhalten, falls & € €y,

(4.92)

Gi(&, )] "= ~Gale.€)

(4.95)

—(A;,19¢)(8)
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n—1 —1
(4.100) _ 4 4
= — A" (ﬁ Z(ég;Zi,j)hziJ)] - Z )(A; 1Zi,j)(§)
ij=1 =1
n—1
(4.97) 4 ) (4.98) sin? iy sin? jmés
- T2 Zivj(g) )\. T2 Z an? | Jm
nt o i n n? [sin® (&) + sin? (27)]
nto S5 sin ( )+sm (%) n 5= sin (5%) +sin® (47)
N1ti, Natj N11i, Notj
n—1 n—1
M, M. 4 M, M. 2 2
= ;22 Z 52 2 ;22 Z T 2T 2 | 2
o Lo P mn? L (2] (1+1)24
Nufi, Notj Nifi, Notj
n—1
AN s 2
1202 ~ 2+ 52
Natj

denn da Ny > 1 ist, gilt: Aus Ny|(i + 1) folgt Ny ¢ i. Damit ist aber jetzt auch der
Summand 2/[(i + 1)? + j?] in der Summe enthalten und die Bedingung N; { i nicht
notig. Weiter ist

|Gh(§a§)| = _Gh(gag)
My M, nz_:l [ 1 1 :| N2>>1 My M, L 1

wn? e |2 2 + 21+ 1)? 202 =~ Rl
Nafj 7
n—1
1 1 My M,y
Da aber MZZI 3 +j2 25 logn haben wir insgesamt —Gp(€,&) > 52,72 logn (siehe
B. [67, S.131)). .

Wir erlautern als néchstes den Zusammenhang zwischen dem Differenzenoperator Ay,
und der Aufgabe (3.89). Nach Wahl der Triangulierung 7, ist (vgl. (3.10), (3.12), (3.21))
Q=U xer, M1 Wir betrachten nun die {ibliche Standardbasis (3.22) von V},(1), und
zu n € Qy sel gy, das Basiselement (3.33) mit ¢, ,(n) = 1 und ¢, ,(§) = 0 fiir alle
¢ € Qp\ {n}. Dann gilt bekanntermafien (siehe [51, S.160]) fiir £ € €,

—1 fiir n € S() N,

a(pnny, pne) =q 4 firn=¢ (4.103)
0 sonst,

_ (3.90)
a’(gph,m Sph,ﬁ) =

wobei S(§) :={(& £ h, &), (&1, £ h)}. Aus (4.103) folgt fiir jedes v € V), und £ € Q:

(3.24)

a(v, pne) = > vm)alenny, ene)

neQy,

w©) = 3 v " -rtae().  (4104)

neS(§)

(4.103), v|r, =0
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Die Triangulierungen (3.12) sind so gleichméBig aufgebaut, daf sich die Basisfunktionen
Ony und @pe zu 0, § € ), durch eine Translation ineinander tiberfiihren lassen. Dies
gilt bei gleichméBig reguldren Triangulierungen selbst bei Verwendung affiner Trans-
formationen statt Translationen nicht generell.

Lemma 4.30 Seien n,§ € Qp, und h = 1/n. Dann gilt:

Pny(T) = el +E&—n). (4.105)

Folglich ist Trppe ={x:x=y+&—n,y € Trop,}.

Beweis Die Tréger von ¢, , und ¢y, ¢ setzen sich aus jeweils sechs Dreiecken zusammen
(siehe (3.32)), die vermoge der (gemeinsamen) Translation Fx := x + £ — 1) ineinander
iberfithrt werden. Nach (3.41) gehen damit die zugehorigen lokalen Basisfunktionen
(vgl. (3.23)) ineinander iiber. Da sich ¢y, , und ¢y, ¢ aber gerade daraus zusammensetzen,
gilt (4.105). "
Der Beweis des Satzes 4.25 basiert auf dem Beschréanktheitsprinzip Satz 2.31. Die dazu
erforderliche Resonanzfolge (g, ),en konstruieren wir als Linearkombination von Trans-
lationen der Folge aus [52], der hier bis auf Vorfaktoren die Folge (g, )nen entspricht:

(w1, m2) = fulwr) falws)
fu(z) = sin <27r2" v — %D ~ %sin (47r2“ v — %D .

212" [cos(2m2"x) — cos(4m2"x)]  fir x> 1/2

Da (siehe [67, S.186])

fi(z) = —2712"[cos(2m2"x) — cos(4m2"x)] fiir x < 1/2
0 fir x =1/2
—47222"[sin (272 x) — 2sin(4m2"x)] fir z > 1/2
fi(z) = 47222 [sin(2m2"x) — 2sin(4m2"z)]  fiir z < 1/2
0 fir o = 1/2,

ist g, € C*(R?), und es existiert eine von n unabhingige Konstante C' mit
1Gnlj 22 < C2™ j=0,1,2. (4.106)

Ab jetzt betrachten wir statt A = 1/n nur noch die Teilfolge h = 27" (vgl. (3.18)).
So gehort (1/2,1/2) zu Q, und §, = 0 auf Qp, da f,(jh) = 0, j € Ny. AuBerdem ist
damit auch gy |g0,1)2 = 0, also g, € Co[0,1]*> N C?[0,1]*. Die Funktion f, ist h = 27"
periodisch sowohl auf (—oo, 1/2], also auch auf [1/2,00), d.h., ist z, 2+ jh € (—o0,1/2]
oder z,x + jh € [1/2,00), j € Z, so ist fu(x) = fu(z + jh). Diese Periodizitiit vererbt
sich natiirlich auch auf g,: Mit I, := (—o00,1/2] x [1/2,00), I :=[1/2,00) x [1/2,00),
I3 = (—00,1/2] x (—00,1/2] und I, :=[1/2,00) X (—o0,1/2] gilt (1 < j <4, ik € Z):

Gn(x) = Gulx + (ih,kR)), =,z + (ih, kh) € I. (4.107)
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Die Folge (n)nen ist gerade so konstruiert, daf fiir & € €, gilt (siehe [67, S.187)):

a(Gn, Pne) = a(Gn, Pne) = { g gi g ; Sg 1?;3 (4.108)

Der Punkt (1/2,1/2) ist also ausgezeichnet. Um ein entsprechendes Verhalten fiir jedes
n € Q zu erhalten, benutzen wir eine Transformation vom Punkt n auf (1/2,1/2).

o) =30 (2 (3:3) =)

Man beachte, daf§ entsprechend zu g, auch die Funktionen g,, zu Co(Q2) N C*(Q)
gehoren und auf €, verschwinden. Damit gilt parallel zu (4.108) fiir 1, £ € Q:

Dazu setzen wir

. - 5 fir & =
a(Gn Png) = a(Gnys Phg) z{ 0 furg 7&;’. (4.109)

Beweis zu (4.109) Fiir £ = 7 ist

- N 11
a(gn,m Qph,§> = /I‘ v.gn <LL’ + (57 5) - n) Vgoh,n(x)dx
T®h,n

(4.105) . 11 11
= Vi 5 ) =)V So5) —n)d
/Twm g <CE+ (2 2) 77) Ph,(1/2,1/2) (93+ (2 5) —n)ax

/ Vf]n(l')v<ﬁh,(1/2,1/2) (ff)dfﬂ
{z:x=y+(1/2,1/2)—n, y€Tr v}, 5}

= / vgén(swv‘:ph,(l/?vl/?) (:C)dl’
Tron, (1/2,1/2)

= a(Gn, <Ph,(1/2,1/2)) ‘e d.
Ist n = 1, also h = 1/2, so ist ), = {(1/2,1/2)} und £ = n der einzig mogliche
Fall. Ist n > 1 und £ # 7, so beweisen wir (4.109) ebenfalls durch Reduktion auf
(4.108). Allerdings miissen wir bei der Transformation von n auf den Punkt (1/2,1/2)
beachten, dafl ¢ auf den Punkt £ + (1/2,1/2) — n abgebildet wird, der aber evtl. nicht
in Q, liegt. Damit gibt es keine zugehorige Basisfunktion, und wir kénnen (4.108) nicht
direkt benutzen. Um dieses allerdings nur rein formale Problem zu umgehen, ersetzen
wir zunédchst unter Ausnutzung der Periodizitét von g, , die Funktion ¢y ¢ durch eine
Basisfunktion ¢y, ¢ zu einem ¢, das bei der Transformation in €2, bleibt. Dazu setzen
wir jetzt S(n) := {(m £ hyn2), (n1,m2 £ h), (m — h,m2 £ h), (m + h,me £ h)}. Damit
existiert zu £ ein ¢ € S(n) Ny, so daB fiir alle x € [§; — h, & + h] X [§o — h, & + h] gilt:

?]n,n@) = gnvn(x +¢—=¢). (4.110)

Denn (4.107) gilt auch fiir g,, statt g,, wenn wir I; ersetzen durch I, = (—o00,n] X

[12,00), Loy = [11,00) X [12,00), I3y = (—00,m] X (—00,mp] und Iy, = [m,00) X
(—o00, m2]. Damit 148t sich ¢ = ({3, () aber wie folgt wihlen (vgl. Abbildung 4.5, alle



4.4. Gegenbeispiele: Lineare Ansatzfunktionen und Supremum-Norm 119

r - — — — 1 r -
! ! ! L, I,
| | |
@ > @ &
| | |
| g | | 13777 " [477
L - - = = L -0 -9 O

Abbildung 4.5: Transformation von ¢p, ¢ zu @p ¢

Punkte aus [§;—h, £ +h] % [§a—h, E24-h] bleiben bei den eingezeichneten Verschiebungen
im jeweiligen Quadranten):

m + h falls & > o+ h falls & > no
GG=9q m—h falls§ < Ge=1q M2 —h falls&§ <
m falls & = ny, 2 falls & = ny.
Wir erhalten also:
aA(Gns Pre) = / VGnn(2)Vione(z)de
Trop,e

4105 .
L0 V@) Vel + €~ €
Trpn,¢
Da Trgpe C [&1— h, & + h] X [§&a — h, & + h] (vgl. (3.32)) folgt weiter mit (4.110):

a(gn,m Qph,ﬁ) = /l‘r v.&n,n(x + C - £>v<ph£(x + C - g)d‘r
Ph,¢

4.105 ~ g
(+105) / Vnn(@)Veonc(x)de = algnny, nc)-
Trpn,¢

Im Gegensatz zu £ + (1/2,1/2) —n ist nun sicher, dal (+(1/2,1/2) —n € €, ist. Denn
nach Konstruktion ist ¢ + (1/2,1/2) —n € S(1/2,1/2) und dan > 1, ist S(1/2,1/2) C
Qp,. Wir kénnen also wie im Fall n = £ vorgehen und erhalten:

a(gn,m Soh,ﬁ) = a(gn,m (ph,C)

(4.105) . 11 11
= Van — = — \Y% _ - =] = d
/rrcph,c g (x " <2 2) 77) PR+ 2 (x " (2 2 7 !

= aGns Phc+(1/2,1/2)—n)-
Da ¢ € S(n), ist ( # nund ¢ + (1/2,1/2) —n # (1/2,1/2), so dal mit (4.108) wie
gewiinscht a(gn ,,, ¢ne) = 0 folgt. n

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen getroffen und kénnen mit dem eigentlichen Beweis
der Aussage beginnen:
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Beweis zu Satz 4.25 Wir benutzen Satz 2.31 mit den Setzungen (n € N, h = 27" s €
{0,1} wie in der Formulierung des Satzes 4.25):

re) re} 1 -5 —5
X = CO(Q> N CS(Q)7 H ’ HX = H ’ Hs,ﬁv Pn = 2(2—s)n =1’ ) 0(5) = )
LW a N O I B
S&u = w2_s(6,u, C(Q))a Bn = { <2—n, 2—n> 01 S 1, S 2" — 1} 5
[(u—un) @) [(u—un)(v)]
T,,u= = , B,,.
V1= Toman log 27 hs|log hl| Ve

Wir beobachten zunéchst, dafl

B = CBppys CBuys... CB=| B,
j=1

Damit gilt natiirlich auch fiir jede (streng monoton wachsende) Teilfolge (n;);en C N:
limsup,_, ., B,, = B. Die Funktionale 7}, , sind beschrénkt, da

lu—unllc@ @90 infuev, ) llu —vllc@,
hs|logh|  — hs
Insbesondere ist damit auch bereits die Bedingung (2.34) gezeigt. Fiir die Resonanzfolge

Tn,uu S S Ch_s”“”c’(ﬁ) S C2ns||u||s,§

setzen wir (n € N):

gn(x) = 27" Z byGny(x) = I° Z by Gnn ().
neB,, neB,
Dabei ist (b,),ep eine beliebige, konvergente Folge echt positiver Konvergenzfaktoren
mit b := ZneB b,. Wegen der Positivitét der Folge ist die Reihenfolge der Summation
iber die abzéhlbare Menge B unwichtig. Mit den einzelnen Summanden gy, ist auch
gn € Co(Q)NC*(Q) und g, = 0 auf Q. Die Summe in der Definition von g, ist endlich,
so dafl wir fiir ihre Existenz keine Konvergenzfaktoren benotigen. Diese sind aber fiir

die gleichgradige Beschrianktheit der Folge (g, )nen erforderlich.

zu (2.32):
lgallog < 27 > bollganllm < 27" l3ullsr2 D by
n€Bn neh
(4.106)
= b27"|Gnllsrz < C < o0.
zu (2.33):

(Ués_)s((sy In, C(ﬁ))
S 27 Z bnwés_)s(& gn,m C(§>) S b27°" max wés—)s(& gnﬂ?’ C(ﬁ))

neBn ﬁeBn
—snl~ (4.106)
2 |gn|8,R2 = 0(1)
< 27w (8, G, C(R?)) < (4106)
= 2—8( 9 ( )) — 012_sn52_s|§n|2,R2 0252—82(2—s)n

I IA

C20(8)/ e
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zu (2.35): Es geniigt, (2.39) zu iiberpriifen.

lu—unllom G99 | o . =
~ W S Cw2—s(2 , U, C(Q)) = CSofl(@n)U.

T u

zu (2.36): Wir zeigen die Resonanzbedingung mit den Ergebnissen, die bereits fiir die
diskrete Green-Funktion bewiesen wurden. Zunéchst ist fiir & € Q:

=~ —Ssn ~(~ (4109) —sn
neB,

Wegen (3.89) ist dann aber auch a((gn)n, pne) = b2 fiir alle £ € Q. Mit
(4.104) haben wir damit

B2 AL (gn)n(&) = —a((gn)n, One) = —5be27" = —5bech® V& €

so dafl wir fiir die Restriktion (g, )nlg, € V! mit (4.93) die Darstellung

(g)n(€) = —h*"2 > 5b,Gi(€,m) = =279 > 5b,Gw(&.n)

neQp nedy,

erhalten. Da auflerdem g, = 0 auf ), = B,,, gilt schliellich fiir den Fehler an
jeder Stelle ¢ € B,,:

[(gn = (92)n) O] _ (gn)n(] _ | 2*"

Tn n - - b 9
9 2—snJog 2m 2—sn Jog 2™ log 27 Z SbyGn(&, 1)
UISYY
(4.92) 22n Gh(§ 5) (4.101)
> — b = —Hbhp— 2 > b .
= 5](4;2n §(;h(£7£> i) 5h?\logfd > 9¢ 3 >0

Dabei wird hier ganz entscheidend die Negativitdat der diskreten Green-Funktio-
nen (vgl. (4.92)) ausgenutzt. n

Es stellt sich die Frage, ob die Aussage von Satz 4.25 noch verbesserbar ist. Zunéchst ist
klar, daf wir mit der hier benutzten Methode die Menge B nicht durch (0, 1)? ersetzen
kénnen. Man konnte aber die Idee haben, die Abhéngigkeit der o-Aussage vom Punkt
n € B zu entkoppeln. Gilt also in Verschiarfung zu Satz 4.25 sogar z.B. die folgende
Aussage?

Sei 0 < € < 1/2. Zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit lims o w(d)/0 = oo
existiert ein Gegenbeispiel u,, € Cy(Q) N C(Q), so dafl
w68, u,, C(Q)) = O(w(5)) (4.111)

und
| (ue — (uw)n) (n)]
h|log hlw(h)

fiir eine (gemeinsame) Teilfolge (ng)reny C N und h = 1/ny.

>c>0 Vnenle,1—¢f keN, (4.112)
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Das heifit, die Konstante ¢ und die Teilfolge (nj)ren sind jetzt im Gegensatz zu Satz
4.25 von 1 unabhiingig. Die Einschrinkung auf [, 1 —¢]? ist naheliegend, um Probleme
mit der Randbedingung (u, — (uw)n)|oo = 0 zu vermeiden.

Dennoch ist die vermeintliche Verbesserung falsch. Wir zeigen, dafl es zu keinem ab-
strakten Stetigkeitsmodul w eine Funktion u,, € Co(Q)NC*(Q) mit (4.111) und (4.112)
gibt. Dazu nehmen wir an, u,, existiere, und wir fithren dies zum Widerspruch. Zunéchst
gilt fiirn € QN e, 1 —¢)?

|t = (ua)nl(1) < fluw — Maatollog) + Mhitw — (uo)al(n) (4.113)
und nach (3.97) und Satz 2.19:
luw — Thawlle@ < Ciwa(h,u, C(Q)) < Cohwt” (b, uy, C (1))
LD O (hw(h)). (4.114)

Daraus folgt zusammen mit (4.112)

(4.113)
[T 1ty — (uy)nl(n) > | — (uw)nl(n) — luw — pauell o
(4.112),(4.114)
ch|log hlw(h) — Chw(h)

= (c|[logh| — C)hw(h) > 0, (4.115)
falls 4 hinreichend klein ist. Damit haben wir einerseits, da ITj 1u, — (uy)n € Vi:

||Hh,luw - (uw)h||L2(Q)
_ 1
(3.45) 2
> e [12Y Maaua(n) — (uo)u(n)?
neQy

(4.115)
> o |h* Y [(c[logh| — C)hw(h)]?
>

=

neQyNe,1—¢]?

ea(c| log b — OVhw(R) # O(hw(h)) (h=n;' — 04).  (4.116)

Andererseits ist aber

1TTh 1t — (e)nll 20 < [t = T atollo@) + lltw = (Uw)nll2 @)
(4.114),(3.90)
< Crhw(h) + ||ue, — Phuw||L2(Q)
(3.79)
< Crhw(h) + Coh||u, — Pyuwl)r2,0
(2.58)
< Crhw(h) + C3h in‘ﬁ luw — 120
veVy
< Crhw(h) 4+ Csh||ue, — 1ty ||1,00,0
(3.98),Satz 2.19 _
< Crhw(h) + CuhwD (b, u, Q) “EY O(hw(h))
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im Widerspruch zu (4.116). n

Mit den Resonanzprinzipien konnen wir im Fall w(d) = 0 nur ein Gegenbeispiel im Sinne
von Satz 2.32 angeben oder auf die von Haverkamp bewiesene asymptotische Schérfe
verweisen. Betrachtet man die Poisson-Gleichung auf einer Kreisscheibe, so 148t sich
die Differentialgleichung in eine singuldre gewohnliche Randwertaufgabe iiberfiihren,
die ihrerseits mit einem Finite-Elemente-Schema nédherungsweise gelost werden kann.
Fried gibt dazu in [47] explizit ein unendlich-oft differenzierbares Gegenbeispiel an, bei
dem die Approximationsordnung | log h|h? genau angenommen wird. In unserer jetzigen
Situation diirfte ein Gegenbeispiel aber nicht so glatt sein, denn im Vergleich mit dem
Differenzenverfahren zum Fiinf-Punkte-Differenzenoperator (4.88) beweisen wir:

Satz 4.31 (vgl. (3.99)) Seien Q = (0,1)* und V}, = Vi(1) Ansatzfunktionenriume,
gebildet durch 2-Simplexe vom Grad 1 zu den Triangulierungen (3.17). Weiter sei u €
Co() N C*HQ) und uy, die zugehorige Losung von (3.89) fir r = 1. Fir h = 1/n gilt
die Fehlerabschdtzung

0*u Pu |, — )
||U—Uh||c(§) S C W9 h,a—x%,C(Q) + wo h,a—x%,C(Q) +h |U|27§ s (4117)

wober die Konstante C' von u und h unabhdingig ist. Insbesondere gilt also fir Funk-
tionen u € Co(Q) N CHQ), dap |lu — unllo@ = O(h?). Der log-Faktor tritt hier nicht
mehr auf.

Beweis Zu n = (jh,lh) € Q ist ¢y, die in (3.33) angegebene und skizzierte Basis-
funktion. Wir rechnen zunéchst nach, dafl

/Qsoh,n(x)dx = h% (4.118)

fQ ©ny(x)dz ist die Summe der Volumina von sechs 3-Simplexen iiber den Dreiecken des
Triigers (siehe (3.32)). Offensichtlich haben die 3-Simplexe zu K7,, K}, K7 ,,,, und

Kj, 1. das gleiche Volumen (vgl. Abbildung 4.6, beachte @5, (1) = 1 und @5 (&) = 0

J
fiir die weiteren Ecken ¢ des jeweiligen Dreiecks):

/ (z)d —/h/ml dayd —/hi%z =Ly
K?l(phwl’ T = ; ; hl’g Lo, — ; QhZL’l 1'1—6 .

Ebenso haben die 3-Simplexe zu Kj,,, und K?, , das gleiche Volumen, und es ist
ebenfalls

V2h/2  px1 \/5 h/\V2 LL’2
z)dr = 2 —Xodrodr; = 2 — dz
/K1 @h,n( ) /0 /0 A 20201 ; \/§h 1

J+1,1

7 (5) %

[GSI )
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h
Al @h:%

Abbildung 4.6: Integrationsbereiche in Tr ¢y, ,

Insgesamt ergibt sich daraus (4.118). Damit zeigen wir fiir f € C'(2) und n € Q,, die
folgende Abschétzung, die den Unterschied der Inhomogenitédten des Finite-Elemente-
Ansatzes und eines iiber A, gebildeten Differenzenschemas wiedergibt:

< %h%&(h, £,.0@Q). (4.119)

hvw—zywuvmm

Wir fithren eine Transformation in Polarkoordinaten durch. Dazu sei ¢y, von Q auf
R? durch 0 fortgesetzt und f auBerhalb von Q beliebig definiert. Wir benutzen, daf

Tr¢n.,, C S(v/2h,n) (siehe (3.30), vgl. (3.32) und Abbildung 3.2), und erhalten

(4.118)

h%@—%}mmﬂmm

[ enat@ s - 1)
= | [ ew@[sn - r@)ar
S(V2hm)

21 rV2h
= /0/0 t@h,n(n+(tCOSpatSinp))[f(n)_f(TI-i-(tCOSp,tSinp))]dtdp

™ V2h
— /O /0 t nn(n+ (tcos p,tsinp)) [2f(n) — f(n+ (tcosp,tsinp))

Y

—f(n— (tcosp,tsin p))] dtdp

denn da die Dreiecke des Tégers bei einer 180-Grad-Drehung um den Punkt n wieder
ineinander iibergehen, gilt fiir die Funktion ¢, ,:

Ony(n+ (tcosp,tsinp)) = op,(n — (tcos p, tsin p)).

Man beachte aulerdem, dal Funktionswerte von f zu Argumenten auBerhalb von 2
keine Rolle spielen, da fiir sie ¢y, verschwindet. Wegen ¢y, ,, > 0 erhalten wir weiter:
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W2 f () - / onnl@) f(2)de

. T V2h
< wy(V2h, f,C(Q)) / / t ony(n+ (tcosp,tsin p))dtdp
o Jo

= VB 1,005 [ naterde 20 (B, )
Q
< WV .0@).

Aus dem Maximumprinzip Lemma 4.26 folgt die Stabilitdtsungleichung fiir den Fiinf-
Punkte-Differenzenoperator (siehe [57, S5.467]): Ist v, € V}f , so gilt

1
max [y, (§)] < 5 max [Apyn(£)]- (4.120)

Auflerdem erhélt man mittels Taylor-Entwicklung fiir den sogenannten Abbruchfehler
(siehe [12]):
1] Pu _ Pu
(v = 80O < 5 [Ben (b 5.0 ) + 50 (1 F3.c0) |
Yu € Co() NC*HQ). (4.121)
Damit erhalten wir insgesamt:
lu—=unllcm < lu—Thauleg + Mhau — unllo@

(3.62)
< Clh2|u|27§ + || HhJu — Up, ||C’(§)‘ (4122)
Vi
€Vh

Weiter ist

(3.46)
[h1u — unllo@ < Co max |(Hp, 1w — uz) ()]
h

(4.1<20) C, A
= Gmax|(u—wu)n)| < - max|A,(u—u)(n)
(3.89)
(4109) (), B (3.90) C' -
< 5 max|Agu(n) +h 7 alu, png)|l =T 5 max [ Agu(n) + b a(u )
(3.87),(2.7) @max Apu(n) — h_2/ Au(x)pp,(x)dx
neld, Q
C
< —2 1 max |Apu(n) — Au(n)| + max [Au(n) — h_2/ Au(z)ppn(x)dx ]
nesd, neQd, Q
(1119 . /3y
7= 142 _
< e Avatn) - Aaln)] + Y2, Au,0@)
N&sin
(4.1<21) Cy

1 02u — 1 82'& _
~W(2,0) (h C(Q)) + =W(0,2) (h, Gy C(Q)) +

= 2 |2 * a2’ 2
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1 2)? _
VR A, @)
82u — a2u —
< — — .
= Cg |:L¢J2 <h, 8$%,0(9)> + wo <h, &E%,C(QO}
Dies eingesetzt in (4.122) ergibt schlieBlich die Behauptung. m

Zur Neun-Punkte-Mehrstellenformel und einem Sieben-Punkte-Differenzenstern sind
ebenfalls ihnen entsprechende Finite-Elemente-Schemata mit in gewissem Sinne stiick-
weise linearen Ansatzfunktionen bekannt. Hier kann fiir die Finite-Elemente-Approxi-
mation in den Punkten von Q fiir glatte Losungen u sogar O(h*)-Konvergenz gezeigt
werden (vgl. [50, S.242], [62], [64, S.96]). Dies ist gerade die Konvergenzordnung des
Differenzenverfahrens. Da sich der Term |[lu — IIj1ull¢q) in (4.122) aber nicht bes-
ser als durch O(h?) abschitzen lifit, ist diese hohere Konvergenzordnung nicht glo-
bal auf ganz Q zu erwarten. Die bessere Approximationsgeschwindigkeit auf €2, ist
ein Superkonvergenz-FErgebnis. Im néchsten Kapitel werden wir uns Superkonvergenz-
Abschétzungen in Verbindung mit gewohnlichen Differentialgleichungen genauer anse-
hen.



Kapitel 5
Superkonvergenz

Wir haben bislang die Optimalitéit von solchen Fehlerschranken untersucht, bei denen
der Fehler auf dem gesamten Gebiet €2 gemessen wird. Es gibt jedoch Ausnahmepunkte,
in denen die Finite-Elemente-Approximation u; schneller gegen die Loésung wu einer
Variationsaufgabe konvergiert, als das auf dem gesamten Gebiet moglich ist. Dieses
Phénomen nennt man Superkonvergenz. Der Begriff wird aber noch weiter gefafit und
schlieft auch Methoden ein, die z.B. die Ndherungslosung durch zusétzliches Glatten
weiter verbessern und damit zumindest auf Teilgebieten die Approximationsordnung
erhohen. Einen Uberblick iiber das Gebiet der Superkonvergenz geben [63] und [94].

5.1 Superkonvergenz in den Knoten

Wir greifen uns exemplarisch ein Beispiel fiir Superkonvergenz in den Knoten der Zer-
legung bei einer Sturm-Liouville-Randwertaufgabe heraus (siche [36], [45, S.43ff] und
[94, S.3] sowie die Darstellung in [49]): Ausgangspunkt fiir dieses und auch fiir das
folgende Unterkapitel ist die gewohnliche Differentialgleichung

—(a(z)u'(x))" + b(z)u(z) = f(x),  x€(0,1),

mit der Randbedingung «(0) = u(1) = 0. Die schwache Formulierung dieser Aufgabe
lautet demnach (vgl. Kapitel 3.1): Gesucht ist eine Funktion u € W,*(0,1), so daf

1
a(u,v) = / la(z)u' (2)0' () + b(z)u(z)v(x)] dz = (f,v)201 Yv € Wy?(0,1).

’ (5.1)
Dabei sei jetzt a(z) Lipschitz-stetig auf [0, 1] und b € L>(0,1), f € L?(0,1). Damit ist
die Bilinearform a(-, -) beziiglich W,*(0, 1) beschréinkt. Um sicherzustellen, da8 a(-, -)
koerziv ist, sei auflerdem a(x) > x > 0 und b(z) > 0 (f.i.). So besitzt (5.1) nach Satz
2.35 eine eindeutige Losung. Fiir die Diskretisierung betrachten wir zun € N, h = 1/n,
die Folge der dquidistanten Zerlegungen (Triangulierungen) 7, = {[jh,(j + 1)h] : 0 <

127
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j < n}. Die folgenden direkten Sétze gelten auch bei Verwendung gleichméBig regulérer
Triangulierungen (vgl. (3.13),(3.15)). Weiter sei dazu wieder uy, € Vj, die eindeutige
Losung von

a(un,v) = (f,v)r201) Vv € V= Vi(r), (5.2)
wobei Vj, wie in (3.19) fiir 1-Simplexe vom Grad r definiert ist, d.h.,
Vh(’/’) = {’U S C(][O, 1] : U|[jh,(j+1)h] c ’Pr[jh, (j + 1)h], 0 Sj < n} (53)

Anwendung von Satz 3.17a) fithrt zu der Fehlerabschétzung

h2‘u‘2,2,(0,1) firr=1

- <C
o=l < { h2w ), (hu, L2(0,1)) = h2w,_1 (h,u”, L*(0,1)) fir r > 2.

Die Koeffizienten der Bilinearform a(-, -) erfiillen die Voraussetzungen des Regularitéts-
satzes 3.1, so daB u € W22(0,1) und damit der Stetigkeitsmodul auch jetzt wohlde-
finiert ist. Im Gegensatz zu Abschitzungen in der Supremum-Norm fiir m = 2 (vgl.
Folgerung 3.28), wo zumindest im Fall linearer Ansatzfunktionen ein notwendiger (vgl.
Satz 4.25) zusétzlicher log-Faktor auftritt, hat hier die eindimensionale Green-Funktion
keine logarithmische Singularitét (vgl. (5.9)), und die Fehlerschranke bleibt von einem
log-Faktor frei. Sind zusitzlich a(z), b(z) € W12(0,1), so gilt:

ot — unllcro < € [hw® (h,u, C[0,1)) + K™ ullop) (5.4)

wobei wegen u € W?%%(0,1) insbesondere u € C'[0,1] ist (vgl. (2.8)). Zum Beweis
von (5.4) zitieren wir aus [96] (vgl. [45, S.38]) fiir 1 < j < r + 1 die Stabilitéits- und
Jackson-Typ-Ungleichung

|u— Pyullcpo < CR |ulljo1 Yu € Colo,1] N CY0, 1], (5.5)

wobei die Ritz-Projektion P, € [W,?(0,1),V,] iiber a(Pyu,v) = a(u,v) Yv € V,
definiert ist! (siehe (2.57)). Wir haben also (vgl. (2.16))

lu—unllcpa <CRE (R, u, (Col0, INC0, 1], [|-[[10,1), (Co[0, LJNC™H0, 1], [I-lr+1,10,1)),
so daB (5.4) eine Konsequenz von Folgerung 2.21 ist.

Diese Abschiatzungen lassen sich aber in den Zerlegungspunkten jh von 7, fiir r > 1
und bei hinreichend glatten Koeffizienten a(x) und b(x) zur folgenden Superkonver-
genzaussage verbessern:

Satz 5.1 Seienr > 1 und® k < a(z) € W"(0,1). Auferdem sei 0 < b(x) € C™10,1].
Ist w Losung einer Aufgabe (5.1) und uy, die zugehdrige von (5.2), so gilt (h = 1/n):

lu(v) — un(v)| < CH W@ (h,u, L*(0,1)) Vv =jh, 0<j<n. (5.6)

Dabei ist die Konstante C' unabhdngig von v, uw und h.

'Wir benutzen hier die Notation P,u statt up, da u € Cp[0,1] N C[0, 1] nicht unbedingt Losung
einer Aufgabe (5.1) mit Inhomogenitit f = f, € L?(0,1) ist.

2Insbesondere stimmt damit a(x) f.ii. mit einer Lipschitz-stetigen Funktion iiberein, die wir mit
a(x) identifizieren, vgl. (2.8), (5.1).
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In den Knoten ist die Konvergenzordnung also bis zum Faktor h"~! gréBer. Dage-
gen haben wir bei der Diskussion des log-Faktors in Satz 4.25 gesehen, dafl dort die
Approximationsgeschwindigkeit in den Knoten der Triangulierung minimal ist, also ge-
nau das entgegengesetzte Verhalten zeigt. Wahrend dies dort an den diskreten Green-
Funktionen liegt, ist hier fiir das positive Ergebnis das Verhalten der (kontinuierlichen)
Green-Funktion verantwortlich, was von Douglas und Dupont [35] gesehen wurde. Au-
erdem beachte man, daf in (5.6) ein punktweiser Fehler gegen einen L?-Modul, also
ein Integralmittel, abgeschétzt wird. Es ist hier kein sup-Norm-Modul erforderlich.

Zum Beweis von Satz 5.1 zitieren wir aus [36] bzw. [45, S.45], da (v = jh)
[u(v) = un(V)] < Ch'[Ju = unllr2,01), (5.7)

werden aber im folgenden diese Aussage im Spezialfall b = 0 explizit zeigen (vgl. Lemma
5.4), da wir sie spéter bei den Schérfeiiberlegungen benétigen. Der allgemeine Fall wird
vollig analog bewiesen, allerdings sind die verwendeten Green-Funktionen (vgl. Lemma
5.2) entsprechend komplizierter. Mit (5.7) folgt (5.6) sofort aus Satz 3.17a), d.h. aus
v — unll1 2,001y < Chw®, (h,u, L2(0,1)).

Lemma 5.2 (vgl. [73, S.265f]) Seien a(x) > k Lipschitz-stetig und b = 0. Die Funktion
G:[0,1* =R,

: 1 1 1 ..
Gloy) = ——— /oﬁdt/y ap @t fir0szsy
/o@ an? ) s Jry<esl

ist die Green-Funktion der Aufgabe (5.1), d.h., fiir jedes u € W,(0,1) gilt:

Man beachte, daB W, *(0,1) nach (2.8) (vgl. Satz 2.9) in C[0, 1] stetig eingebettet ist,
so dafl u punktweise erklért ist.

Beweis Da a(x) > k > 0, ist G wohldefiniert. AuBerdem ist G bei festem y stetig
(insbesondere in z = y) und auf [0,y] und [y, 1] stetig differenzierbar. Da aulerdem
G(0,y) = G(1,y) = 0, ist G(-,y) € Wy*(0,1) fiir jedes y € [0, 1]. Zum Beweis von (5.8)
sei u € W,*(0,1). Damit ist

0. GC) = [ el ()5 Gla)ds = 1+ 1o

wobei

1 9 11
—dt v 1 ——dt
L = f# / a(z)u (x)——dt = fyl&u(y),
Jo sdt Jo a(x) Jo it
Y Lt 1 1 YLt
I, = fO a(t) a(l')ul(l')—dt— fO a(t) ( )
[ Lat J,
0 a(t)

al@) ) Asdt
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Insgesamt ist also Iy + Ir = u(y). SchlieBlich bemerken wir noch, dafl G(x,y) eindeu-
tig bestimmt ist. Denn nach (2.8) bzw. Satz 2.9 ist das Funktional f*(u) := u(y) in
(Wy2(0,1))*. Damit hat aber die Aufgabe a(u, @) = f*(u) Yu € W,?(0,1) nach Satz
2.35 eine eindeutige Losung @ = G(+,y). [

Wir benétigen eine Normabschétzung der Green-Funktion.

Lemma 5.3 Sind r > 1 und k < a(z) € W">(0,1), sowie b = 0, so gilt fir die
Green-Funktion G aus Lemma 5.2

G(-,y) € WHH2(0,y) N W12 (y, 1)

und
1G(-,y) 72"+1,2,(0,y) + ‘G('ay)|72«+1,2,(y,1) < Cy(1 —vy), (5.9)

wobeir die Konstante C' von y unabhdngig ist.

Beweis

fir 0 <z <y

H i HC[O,l}

< Ay
/ Lo
o a® Y

l—y fir0<az<y .
C . f.a.
Y firy<az <1

‘WG(%Q)

87“4—1 ‘

firy<az <1

IA

Wir erhalten damit:

y|G(7 y)‘3+1,oo,(0,y) + (1 - y)‘G(v y)|72“+1,oo,(y,1)
Cly(l—y)*+ (1 —y)y®) = Cy(1 —y).

G (-, y) 2—4—1,2,(0,@/) +1G(+y) 2+1,2,(y,1)

IA A

Lemma 5.4 (vgl. Satz 5.1) Seien r > 1, k < a(z) € W"*>(0,1) und b(x) = 0. Weiter
sei u € Wy(0,1). Dann gilt fiir den Fehler (h = 1/n):

lu(v) — Pyou(v)| < Ch"/v(1 = v)|lu — Pyull12,01) Yv= l, 0<j<n. (510)

n

Dabei ist die Konstante C' von u, h (und damit n) und v unabhdngig.

Beweis Sei v € V,(r) beliebig. Da u — Pyu € Wy2(0, 1), ist

o
0

(

) (5.1),(2.57)

a(u — Pyu,G(-,v)) =" alu — Pyou,G(-,v) —v)
< Gillu = PoullizonllGCv) = vlliz0m)-

u(v) — Pyu(v)
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Zusammen mit der gleichen Abschitzung fiir P,u(v) —u(v) ergibt sich beim Ubergang
zum Infimum:

[u(v) — Pyu(v)| < Cillu — Prull12,0,) eiélf( : G (-, v) —v]l1,2,0,)- (5.11)
veVy (r

Da v ein Zerlegungspunkt der Triangulierung ist, folgt (vgl. Lemma 5.3) G(-,v) €
WrL2(5h, (5 + 1)h), 0 < j < n. Damit erhalten wir mit der Lagrange-Interpolation
(vgl. Kapitel 3.2.1) I, : W,*(0,1) — Vj, beziiglich der #quidistanten Stiitzstellen
kh/r, 0 <k < nr:

inf ||G(-,v) —vl12,01 < |G(,v) =1, G(-, V)12,
vEV, (1)

i
[SIE

Lemma 2.8d) (3.64) . " )
< ColG(+,v) = U G( V) 12,00 < Csh |GG V) s12,6m,G+0))

[

(5.9)

S C4hr\/ V(l - I/).

[N <.

= Csh” UG(~, V) 72“+1,2,(0,1/) + \G(~, V) 72~+172,(u,1)}

Ist 1/a(x) ein (beztiglich der Zerlegung stiickweises) Polynom vom Grad hochstens
r — 1, so folgt aus der Darstellung von G (Lemma 5.2), daf} bei festem v die Funktion
G(-,v) ein (stiickweises) Polynom vom Grad r ist und inf,cv; ) |G (-, v) =v||1,2,0,1) = O.
Also ist nach (5.11) jetzt sogar

u(v) — Pou(v) =0 Vv= %, 0<j<n. (5.12)

Dieser Effekt wird z.B. in [37] iiber eine Tensorprodukt-Struktur ausgenutzt, um auch
Superkonvergenz in den Knoten fiir die zweidimensionale Laplace-Gleichung nachzu-
weisen. Wir sehen auch, daf eine geringere Glattheit der Koeffizientenfunktion a(z) zu
einer geringeren Glattheit von G fiihrt. Ist z.B. a(z) € W*>(0,1), 1 < s < r, so gilt
immerhin noch

lu(v) — Pyu(v)| < Chiv/v(1 —v)|u — Pyull12,0.1)-

Fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen, also » = 1, ergibt sich i.a. keine verbesserte
Konvergenzordnung in den Zerlegungspunkten. Allerdings werden in [85, Kapitel 7.4]
weniger glatte Koeffizientenfunktionen a(x) und b(z) betrachtet, so dafi die Losung
u von (5.1) nicht schon in W?%2(0,1) liegt. Dann wird dort fiir den Fehler in den
Zerlegungspunkten eine Abschitzung gegen einen 7-Modul bewiesen, die besser ist als
die entsprechende globale gegen einen Stetigkeitsmodul.

Wir haben also mit Lemma 5.4 die Abschétzung (5.7) und damit den Satz 5.1 fiir
b = 0 gezeigt und wenden uns jetzt der Schérfe zu. Douglas und Dupont konstruieren
in [36] im Falle w(d) = § explizit ein Gegenbeispiel. Das dortige Vorgehen motiviert
unsere Uberlegungen zu den intermediiren Féllen, indem wir ihre Fehlerdarstellung
aufgreifen.
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Satz 5.5 Es gibt Koeﬁﬁzientenfunktionen K < a( ) € Wm>(0,1), so daf$ bei Verwen-
dung der Bilinearform a(u,v) fo (x)dx die folgende Schdrfeaussage fiir
r>1 gilt:

Zu jedem 0 < 6y < 1/2 und jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit lims oy w(0)/6 =
0o ezistiert ein Gegenbeispiel u, € W, 2(0,1) N W?>%(0,1), das nach Lemma 4.13
Losung einer Aufgabe (5.1) mit durch u, bestimmter Inhomogenitit f = f,, ist, so
daff (0 — 0+, h=1/n — 0+)

w1 (6, uu, L2(0,1)) = O(w(6™1)),

aber

o (v) = (wo)n(v)] # o(K" " w(h™))
fiir jedes v € B :={j/2" : 1 < j < 2" n € N}N(dy,1 — dy). Insbesondere ist also uy,
ein gemeinsames Gegenbeispiel unabhdingig vom Punkt v € B.

Da die in Satz 5.5 angegebene Bilinearform insbesondere den Voraussetzungen des
Satzes 5.1 (b(x) = 0, vgl. Lemma 5.4) gentigt, folgt damit die Schérfe der direkten
Abschétzung (5.6). Im Beweis wird zunéchst a(z) konkret so gewihlt, da8 1/a(x) auf
[0,1/2] und (1/2,1] ein Polynom vom Grad r ist. Dann wird dazu die Funktion wu,
erzeugt. Durch a(-,-) und u,, ist schlieBlich auch die Inhomogenitéit f = f,  festgelegt.
Zur Vorbereitung auf den Beweis ziehen wir drei Hilfssétze vor.

Eine Funktion f auf [0,1] heifit gerade (bzw. ungerade) beziiglich 1/2, falls (f.ii.)
f(1)2—2)=f(1/2+z), 0<2<1/2

(bzw. f(1/2 —2) = —f(1/24+z), 0<z<1/2).
Offensichtlich ist dazu f(z) = f(1—x),0<x <1, (bzw. f(z) = —f(1—2),0<x < 1)
aquivalent.

Lemma 5.6

a) Ist f € WH2(0,1) und gerade (bzw. ungerade) beziiglich 1/2, so ist f' ungerade
(bzw. gerade) beziiglich 1/2.

b) Sei f € LY0, 1) und F(z) == [ f(t)dt. Ist f gerade (bzw. ungerade) beziiglich
1/2, so ist F'(x) — 5 fo dt ungerade (bzw. gerade) beziiglich 1/2.

Beweis a) ist trivial, zu b): Ist f ungerade, so ist fo t)dt =0 und (0 <z <1/2)

1/2—x 1/24x
F(1/2+ 1) = /0 Fb)dt + /1/2_ F(t)dt = F(1)2 — 2).
~— —
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Ist f gerade:

F(1/2+x):/0 f(t)dt—/ f(t)dt:/o F(t)dt — F(1/2 — x),

1/24x

F(l/2+:r)—%/0 FOdt = —F(1)2— ) + /f

Lemma 5.7 Seien a(x) > k (Lipschitz-stetig) und gerade beziiglich 1/2 sowie b = 0.
Die Triangulierung T, sei wie oben dquidistant, so daff 1/2 ein Zerlegungspunkt ist (n
gerade). Ist u € W,2(0,1) gerade beziiglich 1/2, so ist auch Pyu gerade beziiglich 1/2.

Beweis Wir zeigen, daf§ v,(z) := Pyu(l — x) = [Pyu] o (1 — x) ebenfalls a(v,,v) =
a(u,v) Vv €V, erfiillt. Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt dann P,u = vj, und
damit die Behauptung. Dazu sei v € V}, beliebig, und wir setzen o(x) = v(1 — z), so
dafl ¥'(x) = —v'(1 — z) (f.i.). Wegen der Symmetrie von 7, ist auch © € Vj,. Da u
gerade, ist v’ ungerade (Lemma 5.6a)), und wir erhalten:

a(vp, v) = /0 a(x)vy, (2)v' (z)dx = —/0 a(x)(Pyu) (1 — z)v'(x)dx

e _ / a(1 —t)(Pyu)'(t) v'(1 —t) dt = / a(t)(Pyu)'(£)0'(t)dt
0 N—— N—— 0

—a(t) ——(u(1-t))’
1 1
20 / a(tyu (1) (t)de ' s / a(w)u (1 — 2)7' (1 — z)dz
0
u’ ungerade ! ’
& / ()~ (z)

0
a(u,v).

tu'(
D)= (@)]7(1 — 2)dz = — /0 o(2) = ()]0 () dz
)

Sei nun
Prpi=1{2:10,1] = R: z|gn+0n € Pr(jh, (j +1)h], 0 < j <n —1}, (5.13)

d.h., im Gegensatz zu V}, ist hier keine Stetigkeit oder Randbedingung gefordert (vgl.
(5.3)).

Lemma 5.8 Seien a(x) > s (Lipschitz-stetig), b(z) = 0 und u € W,>(0,1). Falls gilt
(a-[u— Pyu),1)20,1) =0, (5.14)

so st auch
(CL . [u — Phu]/, Z)L2(071) =0 Vze Pr—l,h-
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Beweis Zu z € P,_y, setze v(x) = [ z(t)dt —x fol z(t)dt. Damit ist v € P,,NC[0, 1],
und die Konstruktion sichert zudem v(0) = v(1) = 0, so daf v € V}(r). Damit erhalten
wir fiir e(x) := (u — Pyu)(x):

1
(ae', Z)L2(071) = (ae/, U/)L2(071) + (ae/, / Z(t)dt)LZ(OJ)
0

1
- (ae,aUI)LQ(O,l)+(a6,>1)L2(0,1)/ z(t)dt
0

(5.14) (5.1)

(2.57)
(ae',v") 200y = ale,v) "=

0.

n

Beweis zu Satz 5.5 Wir benutzen Satz 2.31 mit den folgenden Setzungen (h = 27",
n € N):

X =W (0. ) nW>2(0,1), |- x =" 2200, @0 = 551 =

2—n .

Ssu=w (6, u, L*(0,1)), B, := { J1<j<o— 1} N (80,1 — o),

Tt = 2040 (4 — Pyu)(v)| = A=V (u — Pyu)(v)|, v € B,,.

Zum Beweis der Schéirfe gentigt es natiirlich, statt A = 1/n wieder nur die Teilfolge
h = 27" zu betrachten. Dies sichert zum einen, dafl 1/2 Zerlegungspunkt ist (was wir
spater bei der Anwendung von Lemma 5.7 bendtigen), zum anderen ist B,, C B, C
.. CB =2, B,. Weiter ist (vgl. (2.8), Satz 2.9) T,,,, € W,"*(0,1)~ C X~ und nach
Lemma 2.16a) S5 € X™.

Als néchstes legen wir die Bilinearform af(-,-) fest: Die Koeffizientenfunktion a(z) €
W°(0, 1) sei gerade beziiglich 1/2, a(x) > k > 0, und erfiille die folgenden Bedingun-
gen:

(r)
1
€ P,[0, 1] mit (—) = rl, falls r gerade und

b
a(x) a(x)
1 (LY zef0,1/2)
a(2) € P.[0,1/2]NP.(1/2,1] mit <a(:c)) = { L we(1/2,1] falls r ung?rade).
5.15

Man beachte, daf§ die Fallunterscheidung notwendig ist, damit 1/a(x) und damit a(z)
gerade beziiglich 1/2 sein kann (vgl. Lemma 5.6b)). Die folgende Setzung ist also z.B.
moglich:

a(lr) = —————, fallsr gerade
RS
1
= , vel0,1/2
=1 +1 [0,1/2]
a(r) = ] , falls r ungerade.
= e (1/2,1]
L= (z—3)
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Insbesondere ist 1/a(x) kein stiickweises Polynom vom Grad r — 1 sondern vom echten
stiickweisen Grad r. Dies ist nach (5.12) fiir den weiteren Schérfebeweis auch zwingend
erforderlich. Die Tatsache, dafi a(z) gerade ist, wird spéater noch fiir eine Fehlerdarstel-
lung von Bedeutung sein (vgl. (5.31), (5.32)).

Die Wahl der Resonanzelemente ist hier komplizierter. Wir definieren zunéchst eine
Folge (gn)nen, mit der wir die Resonanzbedingung (2.36) nachweisen konnen. Diese
erweist sich aber als nicht glatt genug, um die Jackson-Bernstein-Typ-Bedingung (2.33)
zu erfiillen. Daher wird sie noch mittels Teilung der Einheit so zur Folge (gn.c)nen
gegléttet, dafl wir zur Diskussion der Resonanzbedingung bei geschickter Wahl von e
statt mit (g, c)nen unter Ausnutzung der Stabilitét der Finite-Elemente-Methode doch
mit (J,)nen rechnen konnen. Zunéchst definieren wir die Hilfsfunktion (0 < j < 2" —1,
vgl. Abbildung 5.1)

fa e

1 —
h—Z,fr’—?)

Abbildung 5.1: Ubergang von (f,)nen zur gegliitteten Folge (f.c)nen

0 cx=0
folx) = (x—jh) ;o € (jh, (j + 1h] fiir j <207 =1
—((j+Dh—z) : x€(jh,(j+1)h] firj >2""" dh jh>1/2.

Offensichtlich ist

||fn||Lo<>(o,1) =h'". (5.16)

Damit ist

nie) = oy [ Do)t

eine Funktion, die stiickweise mit Polynomen vom Grad r + 1 iibereinstimmt. Bei der
angestrebten Abschétzung des Fehlers nach unten wird diese Setzung im Zusammen-
spiel mit dem Polynomgrad von 1/a(x) Positivitdt ermoglichen (vgl. (5.34)). Nach
Konstruktion ist f, ungerade beziiglich 1/2, und §, ist gerade (Lemma 5.6b)), so daf
3n(0) = gn(1) = 0. Also ist g, € W,'*(0,1), und wir kénnen spéter T}, g, ausrechnen.
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Wir glatten aber zunéchst fn mittels Teilung der Einheit. Sei dazu 0 < ¢ < 1/4 und
. € C*(R) mit

l:x<1/2—¢
0:2>1/2+c¢,

o) = { o

1/2I—€ 1’/2 1/2I+e 1
sowie 0 < ¢.(z) <1 fiir € R. Daneben sei ¢. symmetrisch zum Punkt (1/2,1/2) im

Sinne von

p(r)=1—p(1—2), x€R, (5.17)

d.h., () —1/2 = —(pe(1 — z) — 1/2); die Funktion p.(z) — 1/2 sei also ungerade
beziiglich 1/2. Die folgende Wahl erfiillt z.B. diese Bedingungen: Zunéchst existiert ein
p € C°(R) mit p(x) =1firz <0, p(x) =0firz >1und 0 < p(z) <1 firxz € [0,1]
(vgl. [58, S.35]). Damit setzen wir:

1
Lbe(40) ey

a 1_1 1_x_<§_€) fiir x > 1
2 2()0 E )

Mittels dieser Funktion definieren wir (vgl. Abbildungen 5.1-5.3)

/
/
@ ._\
(+2h

Abbildung 5.2: Glattung auf [(j + 1)h — 2¢h, (j + 1)h + 2eh]: Die ge-
punkteten Graphen entsprechen cpa(xg—,zh)(:)s — 7h)" und
[1— ()@ — (G + 1)h)

a) fiir v € [(j +1/2)h, (j +3/2)h], 0 < j < 2nt -2

ety =0 (152 o=+ (1= (S521) ) (o= G+ 1
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b) fiir x € [(j + 1/2)h, (j + 3/2)h], 271 < j < 2" — 2

ety i= = (5 ) G+ o= = (1= (S57) ) G+ 20y

o) fiir 7 € [(27°1 — 1/2)h, (271 + 1/2)R] = [(j + 1/2)h, (j + 3/2)R] fiir j = 271 — 1
ety =0 (T2 ) =iy = (1= (S52) ) G+ o
d) fiir @ € [0, /2 UL — h/2,1]: fuo(z) = ful().

n=3 dh h=1/3

Fall a) Fall b)
0 h 2h 3h  4h=1/2 5h 6h 7h 8h=1
Fall d) Fall ¢) Fall d)
— P —

Abbildung 5.3: Zur Konstruktion von f, .

Dabei ist zu beachten, daB fir x € [(j + 1/2)h, (j + 3/2)h] gilt:

Sx—jh

1
— <
4 2h

1w

und (0 < j < 2" —2)

z — jh 1:2 < (j+1)h—2h
7=\ 2n 0:2> (j+1)h+2h.

Da ¢ < 1/4, sind die von der Teilung der Einheit betroffenen Ubergangsintervalle
disjunkt, und f,, . ist unendlich oft differenzierbar auf [0, 1]. Aulerdem unterscheiden
sich f, und f, . nur in den Kugeln S(2¢h, jh), 1 < j < 2"—1. Fiir z € [(j+1/2)h, (j +
3/2)h]ist 0 < (2—jh)" < (3h)7, |(a—(+D)R)'| < () und 0 < ((j+2)h—a) < (3h)"
so dafl unter Beachtung der Definition von ¢. folgt:

3

[ frcllcp < <§h) : (5.19)

Wir zeigen jetzt, dal wegen (5.17) die Funktionen f, . ungerade beziiglich 1/2 sind,
d.h., foe(z) = —fre(l —x). Ist © € [0,h/2] U1 — h/2,1], so folgt dies sofort aus der
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Definition von f, (Fall d)). Sei also x € [(j + 1/2)h, (j +3/2)h] fiir ein 0 < j < 2" —2,
Dann ist

l—ze[l—(+3/2h1—(G+1/2)h] = [(2"—j—3/2)h, (2" —j — 1/2)A]
= [(k+1/2)h, (k +3/2)]

fir k=2"—2—7j. Aus
(k+2)h—(1—-2)=2"—j))h—(1—2)=1—jh—14z=2—jh (5.20)

erhalten wir auch:

k+Dh—(l—2) = z—(+1)h (5.21)

(k+2h—z = (1—2)—jh, (5.22)
(5 o g
B 1_¢ECk+%2;ﬂ—xU

G20 4 _ o, (x ;hjh) . (5.23)

Ist j <21 — 2 d.h., wir betrachten den Fall a), so gilt damit:

ety P2y (CZ0 ) - - +

roc (B0 0k vp - (- oy

Fall b)

= —fre(l—2).

Im Fall b) verfahre analog, es bleibt der Fall ¢), also j = k = 2"~! — 1:

fuete) OOy (U202 G oph— 1) -

o (0= 0 -
= —frne(l—2x).

Nach Konstruktion der f, . erfiillen also die Resonanzelemente

1 x
o) = 35 [ ety

die Randbedingungen g, .(0) = g,.(1) = 0 (da f,. ungerade) und sind beliebig oft
differenzierbar. Der Parameter ¢ wird spéter festgelegt. Wir schéitzen jetzt die Ablei-
tungen ab. Fiir 1 < k <r+1und z € [(2"! = 1/2)h, (2" + 1/2)h], d.h. Fall ¢),
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ls|tJ"}§ ( )l |
B e
— [1 ~ . (I - (2;; — 1%)} ! (2" +1)h — )] (’“‘1‘“> ’
= Moot = el 2 (k : 1) (22)" (r—(k i' 1—1i)) (%h)r_(k_l_i)
S D] () IS
< Ok =

und fiir die restlichen x € [0, 1] 148t sich | fr(L]fg_l)(x)| analog gegen einen Ausdruck der
Form C.h" 1% abschiitzen, so daf (1 <k <7+ 1)

1 _ _
[Gnclrz00) = 7 LA 2o < 1 < Chir (5.24)
Auflerdem ist
| gn.ell2,2,0,1) < | gn.ell,2,0,1) + |Gnel2,2,0,1)
Lemma 2.8d) (5.24)

< Ch (|gn,a|1,2,(0,1) + |gn,a|2,2,(0,1)) < o, (5.25)
so dafl die Bedingung (2.32) erfiillt ist. Ebenfalls erhalten wir (2.33) mit Lemma 2.16:

(5.24)

Cilogn < C
wg_)l((;,gn,a,[zz((),l)) < 1|g e|22(01 (25

CLo" Mgnelrirz,01) < Cod 0T = CoL0(8) /pn.

Jetzt zum Nachweis der Resonanzbedingung (2.36): Als erstes untersuchen wir, wie
weit sich die g, . durch die Glattung von den urspriinglichen g,, entfernt haben. Dabei
erweist sich die Poincaré-Ungleichung, die in dieser eindimensionalen Situation direkt
aus einer Taylor-Entwicklung folgt, als sehr niitzlich:

~ Lemma 2.8d)
||9n—gn,e“1,2,(0,1) < Ci|gn — gns\12 (0,1) = hr— 1||fn fn,€||L2(0,1)
2"—2  (j+1)h+2¢h 1/2
Cy /(J+1) B )
= p—Y | fu(@) = fue(@)[ dz
hr—1 ; (j+1)h—2ch :
Cy (om ~
< hr— [(2 - 1) 45h]1/2||fn - fn76||L°°(0,1)
w_/
<h~1
2\/eCh (=
< = (Wallimon + Inclicon)

(5.16),(5.19)

< Cohy/e.
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Dabei ist die Konstante Cy von ¢ (und h) unabhéngig. Mit der Stabilitdt (2.60) erhalten
wir daraus:

1Pr(Gn = gn.e)lh2,01) < Cillgn = gnelliz,o) < Cahy/e. (5.26)
Bringen wir auch noch die direkte Abschitzung (5.10) ein, so folgt fiir v € B,, weiter:
|(n = Prgn) (V)]
= |(gn,e - Phgn,a)(l/)| + |(gn,a - gn)(y) - Ph(gn,a - gn)(’/”

5.10)
< (gne — Pugne) ()| +
+C1A" (1 = V)||gne = Gn — Pu(Gne = Gn)ll1,2,00,1)
< (gne — Pugne) ()| +
+C1h"v(1 = V)[[|Ph(gne — Gn)ll1.2,0,1) + [|ne — nll1,2,0,1)]

|(gn7a - Phgn,a)(y)| + C2hr+1 V V(l - I/)\/E,

(

=«
ANS
S

so daf}

Tovgne = h™ "™ |(gne — Pugne) (V)]

> h_(r+1)|(§n_Ph§n)(V)‘ _6’2\/’/(1_V>\/g

= Thoin — Corn/v(1 —v)+/ (5.27)
<1

> Tm,,g?n — CQ\/E (528)

Wir werden gleich zeigen, dafl
Tovn > cmin{r,1 — v} (5.29)

fir v € B,, und n € N ist. Nach Definition von B, ist min{v, 1 —v} > §y > 0, so daf fir

2
¢ < min {i, (%) } gilt: T}, ,gn.e > cbo — cdp/2 = ¢bp/2. Damit haben wir fiir dieses

spezielle € eine Resonanzfolge gefunden, die (2.36) und, wie wir bereits oben gesehen
haben, auch (2.32) und (2.33) erfiillt. Die Bedingung (2.39), die (2.34) und (2.35)
impliziert, folgt wieder aus der direkten Abschitzung in Satz 5.1, die unabhéngig von
v € B, ist:

Ch 1w, (h,u, L*(0,1)) = CSpu = CSy1(pyu, u€ X.

T u <

hr—i—l
Die Aussage des Satzes 5.5 folgt jetzt mit Satz 2.31, wobei mittels partieller Integra-
tion auch folgt, daB zum Gegenbeispiel u, € W,2(0,1) N W22(0,1) eine geeignete
Inhomogenitit f, € L?*(0,1) gehort (siehe Lemma 4.13, beachte: a(z) € C*[0,1], da
r>1).

Wir miissen also noch (5.29) beweisen. Dazu setzen wir e,(x) := §,(x) — Ppgn(z).
Nach Lemma 5.7 ist P,g, gerade beziiglich 1/2, so dal auch e, gerade und e/, nach
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Lemma 5.6a) ungerade beziiglich 1/2 ist. Dabei beachte man, daf nach Konstruktion
a(x) gerade ist (vgl. (5.15)). So ist auch a(x)e!,(x) ungerade beziiglich 1/2 und

n

1
(aey,, 1) 200y = / a(z)el, (x)dz = 0.
0
Damit ist (5.14) erfiillt, und mit Lemma 5.8 erhalten wir
(aep, 2)r201) =0 Vz € P (5.30)

Man beachte, da§ die Symmetrie von a(z) und g, die Gleichung (5.14) und damit
(5.30) liefert. Mit (5.30) bekommen wir die folgenden Fehlerdarstellungen (vgl. [36]):

en(v) = /0 " a(2)e () {L - z(x)} da (5.31)
. /V1 a(2)¢. () {ﬁ _ z(x)} de  Nz€P,inveB, (532)

Zum Beweis von (5.31) definieren wir zu z € P,_;, und v € B,, die Funktion

i(x) = { z(x) fiir z <v

0 sonst,

die damit selbst auch in P,_; ;, enthalten ist, d.h.,

0 29 /0 a(z)e, (v)3(z)dr = /0 Va(x)e;(x)z(x)dx, (5.33)

so daB (beachte a(z) > k > 0)

en(v) = /0 " (w)dp O /0 " a(2)e () [L _ z(x)} da.

Die Darstellung (5.32) folgt analog.

Wir nutzen jetzt die Fehlerdarstellungen fiir eine Abschiatzung nach unten. Dazu sehen
wir uns zunéchst die Leitkoeflizienten der stiickweisen Polynome r-ten Grades e/, und
1/a an. Der Leitkoeffizient von €/, ist der von h'~"f, (da f, stiickweise Grad r, v’
fir v € V, aber nur Grad r — 1 hat), der von 1/a wurde bei der Definition von a(z)
festgelegt (siehe (5.15)):

r gerade r ungerade
Leitkoeffizient von 1/a(x) +1 +1, falls x < 1/2
—1, falls z > 1/2
Leitkoeffizient von €/,(z) | +h!'™", falls 2 < 1/2 +ht=r
—h'77 falls z > 1/2

Damit 148t sich ein z, € P,_1, so wihlen, daf fir « € (jh, (j + 1)h], 0 < j < 27, gilt:

1 ) zn(x)} _ { +h™ el (x)]? fiir j < 2771 also . < 1/2 (5.34)

en(z) | — —
() [a(x —hr e (z)]? fiir j > 277 also @ > 1/2.
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Setzen wir namlich

1
—h"tel (1) + — fiir j < 2771 also v <
a(x)

[N

zp(x) = )
+h" e (2) + —  fiir j > 2771 also o >
a(z)
so ist die hochste, stiickweise auftretende Potenz von z, nur noch "', also z, € Pr_ih-
Ist nun v < 1/2, so erhalten wir aus (5.31):

. 1
Tn,ugn = W‘en(y)‘

®31 h}ﬂ / " a(2)el (2) l;_%@] d

a(x)

N[

v_1 )
1 /(]-I-l)h ) l 1 ]
= a(z)e, () | —— — zn(z)| do
hr+1 ; in ( ) ( ) a(x) ( )
v_1 )
(5.34) hr—l h (G+1)h
2 ISy [ @l
j=0 7 ih

1 L pGHDR )
> ! :
> (o) X [ s

—_——

7=0
>K

Wegen der Positivitit von [e/ (z)]? gestaltet sich die weitere Abschitzung nach unten

elementar. Da P,g, € P.(jh, (j + 1)h], ist (Pngn) € Pr—1(jh, (5 + 1)h], so dal

(G+1)h )
Toin > h2z o / [ §(2) —v(z)2de

v€Pr—1(jh,(+1) h ~~
=h! Tfn( )
v_q
K & G+Dh T 4 2
— _ inf r—jh)" —wv(x)| dx
h? ;veprl(jh,(j-i-l)h} /jh _hf—l( Jh) ( )]
r_q .
P G+Dh T 4 2
= — inf " —wv(r)| dx
h? ;veprl(jh,(j-i-l)h} /jh | A=t ( )]
v_1 )
K 1 h (J+1)h
h2 p2(r=1) ]Z:;veprll(?h,(j—l—l)h] /jh [:x v(x)] !
r_1
e (Bt -+ gh) — ot + )
- h2 p2(r=1) o vEPr_1(jh,(j+1)h] 0 J J

¥_q

k1 1
_ A p2r+1 inf / t" —w(t)]dt
h2 h2(r-1) ]Z:%vePinl[O,l] 0 [ U( )]

7

Vo
>cp>0
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v
> clhﬁ =cv >0,

d.h., letztlich haben wir den Fehler wieder wie in Kapitel 4.2.3 abgeschétzt. Ist v > 1/2,
so ergibt sich analog mit (5.32) (vgl. (5.34)) T}, .3, > ¢(1 — v), so daB (5.29) bewiesen
ist. [

Es stellt sich die Frage, ob der Beweis nicht auch eine Schérfeaussage fiir alle v €
{j/2" : 1 < j < 2"} statt nur fiir v € {j/2" : 1 < j < 2"} N (do, 1 — o) liefert. Bei
unserer Konstruktion mufl aber ¢ unabhéngig von n und v gewihlt werden, da die
Resonanzelemente von ¢ abhéngen. Ohne die Einschrankung v € (do, 1 — dp) bekommt
man Probleme beim Nachweis der Resonanzbedingung:

(5.27)
Tn,ugn,s > Tn,ugn - C V V(l - V)\/E

(5.29

2) cmin{v,1 — v} — C\/v(l —v)y/e.

Aber bei festem ¢ ist fiir 0 < v < min{3, (f\\//—j)z}

. 1-v>1/2 C\/g B C\/E
cmin{r,1 —v} —Cy/v(l —v)ye < cv— \/5\/;—\/;[0\/;— \/5}<07

so dal wir auf diese Weise nicht erhalten, daf8 T}, ,g,,. > ¢ > 0.

5.2 Superkonvergenz in inneren Punkten der Zer-
legung

Nicht nur in den Knoten der Zerlegung, sondern auch in r—1 Punkten (r € N, vgl. (5.3))
im Inneren jedes Zerlegungsintervalls 148t sich eine hohere Konvergenzordnung fiir den
Fehler u — uy, beztiglich der Aufgaben (5.1) und (5.2) beweisen. Aulerdem verhélt sich
u' —uj, sogar in r Punkten giinstiger als in der || - ||1,00,(0,1)-Norm. Allerdings betrégt hier
die Verbesserung jeweils nur bis zu eine Ordnung. Genauer gilt fiir jede der r Nullstellen
(GauB-Punkte) zy des auf ein Zerlegungsintervall transformierten Legendre-Polynoms
(u € Cy[0,1] N C0,1])

0/ (20) = (w0)] < C [ (b, €0, 1)) 4+ h ufcgon |
und fiir die » — 1 Nullstellen (Lobatto-Punkte) 2y der Ableitung dieses Polynoms:
[u(iz0) = uno)| < C [ (1w, €10, 1))+ h7* ] cpo]

(siche Satz 5.12). Zum Vergleich sei einerseits auf die globale Fehlerschranke (5.4)
hingewiesen. Andererseits gilt fiir die Ableitung des Fehlers (vgl. mit Folgerung 3.28)
die unten bewiesene Abschiitzung (a(x),b(z) € W12(0,1))

HU — uh||17oo,(0,1) S C [u)fnl)(h, u, C[O, 1]) —+ hr||u||c[0,1]] . (535)
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Auf die Superkonvergenz in den Gauf- und Lobatto-Punkten wurde u.a. von Lesaint
und Zlamal in [65] aufmerksam gemacht. Fiir Differentialgleichungen der (fir j > 1
hoheren) Ordnung k = 2j, j € N, wird in [5] dariiber hinaus gezeigt, dafi der Fehler
u — up dann r + 1 — k Superkonvergenzpunkte im Inneren jedes Zerlegungsintervalls
besitzt. Wir beschrinken uns aber auf den Fall £ = 2. Zum Beweis der fiir die direkten
Abschétzungen (Satz 5.12) entscheidenden Jackson-Typ-Ungleichung (Lemma 5.10)
folgen wir der Darstellung in [94, S.8f] (vgl. [93, S.383f]) und erhalten damit auch einen
Ansatz zum Beweis der Schérfe.

Es bleibt noch der Beweis zu (5.35) nachzutragen. Dazu zeigen wir zunéchst die Un-
gleichung (0 < j <)

i~ Prtlyeon < CWllull o0, we G010 G701, (5.36)
die mittels der inversen Ungleichung (4.4) aus (5.5) folgt:

||U - Phu||1,oo,(0,1)

< | — Iy 100,001y + | Hp et — Prte]]1,00,00,1)
(4.4) 1
< |2 — Iy e ]1,00,(0,1) + EHHMU — Pyul|cpo
1 1
< [ — T pul]1,00,00,1) + EHHh,rU — ull oo,y + EHU — Puul|epo,y
(3.62),(5.5) ; 1 i 1 i
< C|PWulpon + 5 B uljeon + 2 BT ulljsgo

(5.36) ist fiir j = 0 eine Stabilitdts- und fiir j = r eine Jackson-Typ-Ungleichung, so
dafl wir mit Folgerung 2.21 fiir u € Cy[0, 1] N C'[0,1] erhalten (vgl. (2.16)):

|u — Phu|1,00,(0,1)
< CLK(R",u, (Col0,1] N CM0, 1], ]| - [l 0,17) (Co[0, 1] N CHO ], || - [fr1,00,17))
< ColwM(h,u, C[0,1]) + 2" ||ullco,)-

Zunéchst fassen wir einige Eigenschaften der Legendre-Polynome zusammen, die als
Glieder L € Py, der iiber

O fllI' ]{71 §£ ]{32
(Lis L) 22(-1) = { 2 fiir by = ke

2k1+1

eindeutig festgelegten Orthogonalfolge (Ly)52, definiert sind.



5.2. Superkonvergenz in inneren Punkten der Zerlegung 145

Lemma 5.9 Sei k € Nj.

a) Die Legendre-Polynome erfiillen die Differentialgleichung

(1 — 2Ly (x) — 22 L) (x) + k(k + 1)Ly (x) = 0.

b) Das Polynom Ly hat genau k einfache Nullstellen in (—1,1), L} hat genau k — 1
einfache Nullstellen in (—1,1), falls k > 0 ist.

c) Benachbarte Polynome Ly, und L1 haben keine gemeinsamen Nullstellen, ebenso
haben Lj, und Ly, keine gemeinsamen Nullstellen.

Zum Beweis siehe [90], und zwar fiir a) [90, S.60, (4.2.1)], fiir b) [90, S.44, Theorem
3.3.1] (die Aussage fiir die Ableitung folgt dann sofort mit dem Satz von Rolle) und
fiir c) [90, S.45, (3.3.6)].

Weiter sei Ly, ;, das auf das Zerlegungsintervall [jh, (j + 1)h] transformierte Polynom

Luoste) = 1 (L= U UDI),

Fiir diese Polynome gelten natiirlich auch die Eigenschaften aus Lemma 5.9, insbeson-

Ly, also

dere ist

0 fir ]{71 % ]{32
(L/ﬁ,j,h)Lkg,j,h)Lz(jh,(j-i-l)h) = _(Lkla Lkz)LQ(—l,l) = { h fur ]f o k (537)
2k +1 1 — h2,

| >

und aus Lemma 5.9a) folgt

Lemma 5.9a)

—[(1 =)L) (@) = 2oLy () = (L= 2®)Li(z) = =" k(k + 1) Li(2),

so daf}

k(k+ 1)Ly jn(z) = k(k+ 1)Ly <2<x — (j}j 1/2)h>>

= —[(1 =LY (2@ — (JhJF 1/2)h))

:_g[@_(%—u;ummf>%<%—u;umm”k@ (5.38)

2 o(-— G+ 20N L, ]
= -7 [(1 — < ]h ) )Lk,j,h] (7).

Sei P, : Wy (Q) — Vj, die iiber (vgl. (2.57))

([phU],, U,>L2(071) = (U/, U,)L2(071) V’U - Vh
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definierte Ritz-Projektion zu u € Wy?(0,1), d.h., P, ist der Losungsoperator zur ele-
mentaren Bilinearform (d/dw -,d/dx -)12(0,4), wéhrend P, zu af(-,-) gehort. Die Pro-
jektionen P, und P, stimmen iiberein, falls a(z) = 1 und b(z) = 0. Sowohl fiir die
direkten Abschitzungen wie auch fiir die Schirfeuntersuchung lassen sich alle auf-
tretenden Phénomene bereits am Beispiel dieser einfachsten Setzung darstellen. Die
Fehlerabschétzung fiir allgemeine Koeffizienten a(x) und b(z) 148t sich sogar auf die-
sen Spezialfall zuriickfithren, so daB wir statt mit P, mit P, rechnen koénnen. Dazu
zitieren wir unter der Zusatzbedingung a(z) € W™1°(0,1) aus [94, Kapitel 1.3] fiir
u € Cp[0,1] N C™1[0,1] die Abschétzungen:

||Phu — phuHC'[O,l] < Chr+2HUHT+17[Q71] fiir r > 2, (539)
||Phu — Phqu,oo,(O,l) < C'hr+1||u||r+17[0,1] fir » € N. (540)
Dabei spielt die Einschrankung r > 2 keine weitere Rolle, da es fiir r = 1 keine

Nullstellen von L gibt und wir diesen Fall daher nicht betrachten werden.

Fiir den Fehler u— P,u gilt jetzt die folgende Jackson-Typ-Ungleichung, die sich &hnlich
wie Fehlerabschétzungen bei der Gaufl-Quadratur ergibt.

Lemma 5.10 (vgl. [94, S.9]) Seiu € Co[0,1]NC"+2(0, 1]. Dann ezistiert eine Konstan-
te C, so dafs fiir jede Nullstelle xo der Ableitung des auf ein Teilintervall [jh, (7 + 1)h]
transformierten Legendre-Polynoms L,, also fir jede Nullstelle von L’m,h, 0<j<n,
gilt:

[u(z0) — Pru(ao)] < CH*2Jul, 420, (5.41)

Auperdem gilt fiir die Nullstellen xo der Polynome L, ;n, 0 < j <n:
' (20) — [Pyl (w0)| < CW*Jul, 4201 (5.42)

Dabei ist C' hier, wie auch in den folgenden Sdtzen, jeweils von w, j, h und xy un-
abhdngig.

Beweis Sei wieder e(x) := u(x) — Pyu(z). Da a(z) = 1 und e nach (5.3) stiickweise
stetig differenzierbar ist, gilt auch hier die Gleichung (5.14):

1
(a€’,1)1200,1) = / ¢'(x)dx = e(1) —e(0) = 0,
0
so dafl wir Lemma 5.8 anwenden konnen:
(6,, Z)LQ(O,l) =0 Vze Pr—l,h- (543)

Wir betrachten jetzt speziell das Zerlegungsintervall I := (jh, (j + 1)h]. Wihlt man
2 € Pr_1p s0, dafl z = 0 auBerhalb von I, dann folgt aus (5.43):

(6,, Z)LZ(I) =0 Vze Pr—l([)- (544)
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Sei nun z € I. Taylor-Entwicklung um den Punkt (j + 1/2)h fithrt zu der Darstellung

T

e'(x) _ Z (SL’ - (J + 1/2) ) e+ ((] + 1/2) ) :' / 6(’"+2)(t)(1' _ t)rdt.

=0 I (j+1/2)h

Auf (jh, (j + 1)h] ist Pyu € P, und damit e +2(t) = u+2)(t). Eine Entwicklung in
Legendre-Polynome liefert

() = ZC[L[J’}L(J:) + R(x) (5.45)

mit geeigneten Koeffizienten ¢; = ¢;(u) und

1 x
R(x) == = w2 () (z — t)"dt.
(j+1/2)h

Da z € (jh,(j + 1)h], ist |x —t| < |z — (j + 1/2)h| < h/2, und wir erhalten

r+1

h
|R(flf)| S r! ’|u(7‘+2)||c[071]' (546)

Setzen wir (5.45) in (5.44) ein und wéhlen z = L; ; 5, so folgt fiir 0 <1 <r — 1:

5.37
0= (€, Lijn) L2 20 ci(Lajn, Lign)rzy + (R, Lijn) 2.
(R, Lij )2y

(5.37),(5.46) prtl 2l + 1/
< —ul, L in(t)|dt
et T o 25 a0

R T2(20 + 1) .
> T|U|r+2,[o,l}||Ll||0[—1,—1] = Cr,lh +1|U|r+2,[0,1]- (5-47)

Ist x jetzt speziell eine Nullstelle von L, ;, so gilt

la| =

(5.45),(5.46),(5.47) [ T—L
€/ (o)) < (

ZCrlHLlHC[ 1,1+ 0+ )hr+1‘“‘r+2,[071}-

=0

Damit ist die Jackson-Typ-Ungleichung (5.42) fiir die Ableitung des Fehlers bewiesen.
Nun zum Fehler selbst. Nach (5.12) ist e(jh) = 0 (beachte 1/a(z) = 1, b(z) = 0), so
daB (z € I, dh. 0 <z — jh <h)

(5.12),(5.45)

dt| (5.48)

le(x)] =

e(jh)+/j: ¢'(t)dt /y [Zqu R(t)

r—1

h
S tledlleran + | [ erbugatt >dt\+h [6lrsajo
1=0 jh

/ cTLm»,h(t)dt' |
ih

(5.47) r+2
< Ch " ulrga o +
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Ist xo eine Nullstelle von L; ;,, so fillt der letzte Term weg, denn:

)
/ CTLr7j7h(t)dt
J

ih

(5.38) _/xo ch
i 2r(r—+1)
—0 fiir -—jh
¢ h

i (1_ (2(:,;0— (jh+ 1/2)h))2> L (2(:,;0— (T 1/2)h) _0]

e Aeo— G+ 120N,
- (1_< k ))Lr,j,mo)—o.

Zusammen mit (5.39) bzw. (5.40) erhalten wir daraus auch eine Jackson-Typ-Unglei-

(1_ (2(. _(j;:l/Q)h))2> v (2(. —(j;LLI/Q)h)> ],(t)dt

-

chung fiir den Fehler u — P,u in den Superkonvergenzpunkten:

Folgerung 5.11 (siehe [94, S.9]) Seien k < a(x) € WT1°°(0,1), 0 < b(z) € L>=(0,1)

und u € Col0,1] N C"*2[0,1]. Dann gilt fir jede Nullstelle xo von L, ;,, 0 < j < n:

[u(z0) = Pyulwo)| < CH2[full42,p0,1).
Auperdem gilt fiir die Nullstellen xy der Polynome Ly jp:

[/ (o) — [Pou]'(z0)| < CH™ullys20,0-

Beweis Wir betrachten nur die erste Abschétzung, die zweite ergibt sich analog aus
(5.42) und (5.40).

|(u = Phu)(zo)] < [(u — Pyu)(xo)| + |(Pyu — Pyu)(wo)]

< C [ ulrya o) + B2 |ufl 0] -

Nach (5.5) und (5.36) gilt fiir u € Cy[0,1] N C1[0,1] (mit a(z),b(x) € WH2(0,1))

v — Prullcpo,y

||U - Phu||1,oo,(0,1)

so dafl mit Folgerung 5.11 fiir die Nullstellen o von L], gilt (vgl. (2.16))

u(zo) — Pru(zo)]
< ChK(hr+17 u, (00[07 1] N Cl [07 1]7 H ’ ||17[0,1])7 (CO[Ov 1] N CT+2[07 1]7 || . H?‘—I—Z[O,l]))a
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und fiir die Nullstellen von L, ; 5, ist

|/ (o) — [Pau]' (o)
< CK(Wu, (Col0, 1] CHO, 1], [+ l10,1), (Col0, 1] N C™2(0, 11, [ - llr+2,0.1))-

Wenden wir jetzt noch Folgerung 2.21 an, so haben wir bewiesen:

Satz 5.12 Seien k < a(z) € WTh>(0,1), 0 < b(x) € WH2(0,1) und u € Cy[0,1] N
C0,1] € Wy?(0,1). Dann gilt fiir jede Nullstelle o von L. .,, 0 < j < n:

r,j,h?
[u(wo) = Pu(ao)| < € bt (b, w, €0, 1) + B2l cpon] -
Auperdem gilt fiir die Nullstellen xy der Polynome Ly jp:

[/ (w0) — [Prad (w0)| < C [ (B, C10,1]) + B fulloron]

Ist u insbesondere Losung einer Aufgabe (5.1), so ist u € W22(0,1) c C*[0,1] (vgl.
Satz 3.1) und u;, = Pyu, so dafl der Satz die gewiinschten Fehlerschranken fiir v — uy,
angibt.

Diese Abschitzungen sind sogar fiir die einfachste Bilinearform a(-,-), d.h. P, = P,

scharf im folgenden Sinne:

Satz 5.13 Seien a(z) = 1 und b(x) = 0. Zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w mit
lims oy w(0)/d = 0o und jeder Folge von Zerlequngsintervallen (I,,)°2,, I, = [jh, (j +
)h) € Ty, (mit j = j(h), h = 1/n) existiert ein Gegenbeispiel u, = Uy (1,) € Co[0,1] N
C10,1], so daf8 (6 — 0+, h — 0+)

wri (8, C[0,1]) = Ow(07),
aber fir jedes 1 <[ <r—1

(e — Phuw)(27,)] # o(hw(h™))
und fir jedes 1 <[ <r

| (o — Pouw) (z1,0)| # o(w(R"1)).

/

Dabei sind 1 ,,, ..., die (geordneten) Nullstellen der Ableitung des auf I, trans-

»Yr—1n
formierten Legendre-Polynoms Ly ;p, und xip, ..., %y, sind die Nullstellen des Poly-
noms Ly selbst.

Das Gegenbeispiel lift sich auch so wihlen, daf u, € Cop[0,1] N C?[0,1] und
W (6, u,,, C[0,1]) = O(w(s")),
aber fir jedes 1 <[ <r—1

(o = (ua)n) (@1 )] # o(h*w(h7))
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und fir jedes 1 <[ <r

| (e = (ueo)n) (w1,0)] # 0(hw(h7)).

In diesem Fall ist u,, sicher Losung einer Aufgabe (5.1), da vermdge partieller Integra-
tion eine entsprechende Inhomogenitit f = f,, existiert (vgl. Lemma 4.13). Auflerdem
ist wegen wﬁr)l(h,u, Co,1)) < Chw?® (h,u, C[0,1)) auch dies ein Beitrag zur Schirfe
von Satz 5.12.

Beweis Wir benutzen wieder Satz 2.31 (wobei jetzt alle Folgen bei n = 12 statt bei
n = 1 beginnen), und zu h = 1/n setzen wir

1

nr+l - hH—l’ o(d) = 5r+17

X =G0, N0, 1, [-lx=1"lig ¢a=

Ssu =) (6,u,C[0,1]), B=B, ={1,2,...,2r — 1},
T L |(U - Phu)/(zu,n)| fiir 1 <v<r
Y nl(u = Pa)(xl_,,) = b (u = P (e, firr+ 1<y <2r— L

Wir legen jetzt die Resonanzelemente fest. Dazu sei zunéchst (§,)52 ,, eine Funktio-
nenfolge mit §,|;, = Lyt1,n, fol Gn(x)dz = 0 und |Gn k0,1 < Cn*, k € Ny. Diese la8t
sich z.B. mit der Funktion ¢., ¢ < 1/2, aus (5.18) wie folgt definieren:

o fiir x € [jh, (j + 1)A]:

gn(x) = Lr’-i—l,]}h(z)?

o fiir x € [(j — 1)h, jh] (falls j > 0):

o fiir z € [(j+ 1)h, (j+2)h] (falls j <n —2):

(o) = e (FE Lo,

Um die Bedingung fol gn(z)dz = 0 zu erfiillen, sei aulerdem

o G,(1—x)=—gu(x) fir z € [(j —1)h, (j+2)h] N[0, 1], falls die Funktion dadurch
nicht doppelt definiert wird, also falls 1/2 & ((j — 1)h, (j + 2)h).

e 5,(3h+x) = =g () fitr x € [(j — 1)h, (j + 2)R], falls 1/2 € ((j — 1)h, (j + 2)h).
In dieser Situation ist (j —1)h < 1/2, also jh < 1/2+ h. Wegen n > 12 ist dann
3h+(j+2)h <1/24+6h=1/246/n < 1, und das Intervall [3h+ (j — 1)h,3h +
(7 + 2)h] liegt in [0, 1].
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Fall 1/2 ¢ ((j — )k, (j + 2)h):

,/\ , ,
i V4

Fall 1/2 € ((j — 1)h, (j + 2)h):

jh VARV

Abbildung 5.4: Konstruktion der Funktion §,, n = 12

SchlieBlich sei g, auf [0, 1] durch 0 fortgesetzt. Da

| L jnlifG-mG+am = (2/)* Lijilk 35 = Ch™F

(W)’ ol < Ch7*, folgt mit der Leibniz-Formel, daf§ auch [,|x 01 <
k,[0,1

Ch=" = Cn*. Man beachte, daf die Konstruktion der Folge (§,)2%,, mittels der Funk-
tion . die Differenzierbarkeit sichert (vgl. auch mit dem Beweis zu Satz 5.5).

Mit der so konstruierten Folge (§,)2 , setzen wir

() = / Gty

so daB g, € Cy[0, 1] beliebig oft differenzierbar ist mit ||g,||1,j01) < C und |gn|k, 0,1 <
Cn*~1, k € N. Daraus folgen wieder sofort die Bedingungen (2.32) und (2.33), denn:

Cillgnll1,0.0 < Co
C35T+1|gn|r+2,[0,1} < 045r+1nr+1 = C4®.

r+1(5 9n, C[0,1]) < {

$n
Mit Satz 5.12 ist auch (2.39) und damit (2.34) und (2.35) erfiillt:
_ Clwty (h,u, €0, 1)) + hm+ [l cgo,u)] firl <v<r
T 1C’[hwr+1(h u, C0,1]) + A 3ullcpay)  firr+1<v<2r—1

< C[Sa—l(%)u + <PnHUH1,Q]v
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so daB wir uns der Resonanzbedingung (2.36) zuwenden miissen: Fiir z € I, gilt, da
hier (Phgn>/ € Pr—l([n>:

€n(2) 1= (gn = Pagn)' () = Gn(x) = (Pagn)'(z) = Lri1jn() +—§§:Cwﬁuxh(x)-

Da a(z) = 1, ist wie im Beweis zu Lemma 5.10 (siehe (5.43), (5.44)) die Bedingung
(5.14) erfullt, und wir benutzen wieder Lemma 5.8, um fiir

| Lign(x) 2w € (jh, (§+1)h]
Ae) = { 0 : sonst

zu erhalten (0 < k <r —1, vgl. (5.47)):

0= (e/n,Lk,j,h)L%In) 20 2]{;}:_ 1Ck-
Also ist ¢, = 0 und
e (x) = Lyy1jn(z). (5.49)
Die Punkte x1,,...,%,, sind die Nullstellen von L, ;. Dann sind z; := 2[x;,, — (j +

1/2)h]/h, 1 < 1 < r, die Nullstellen von L,. Nach Lemma 5.9¢) sind die Nullstellen
von L, und L,;; verschieden, so daB |L, 41 n(z10)| = [Lig1(z)] > ¢ >0fir 1 <1<,
unabhéngig von n. Fir 1 < v < r gilt demnach mit (5.49):

Towgn = len(Ton)] = | Lit1jn(Ton)] > c>0 Vn>12.

Weiterhin haben wir mit (5.12), da8 e, (j/n) = e,(jh) = 0 und fiir z € I,, (vgl. (5.48)):

ola) = [ it ™ [ L
J J

ih

(5.38) h 20— G+ 1/20\*\ ., [2(x—(j+1/2)h)
- - 1 - LT+1 .
2(r +1)(r +2) h h
Die zy ,,,...,7,_,, sind die Nullstellen von L; ; ,. Dann sind x; := 2(z;,,—(j+1/2)h)/h,

1 <1< r—1, die Nullstellen von L. Wir haben also

h N\ 2 / /
e L )

Nach Lemma 5.9¢) sind auch die Nullstellen von L] und L], verschieden, so daf
|Ly 1 (z;)] > co > 0,1 <1 <r—1, unabhéngig von n. Nach Lemma 5.9b) ist z; €
(=1,1), so daB auch 1 — (27)*> > ¢; > 0. Damit ist |e,(z],)] > ch = £ > 0 fiir

1 <1 <r—1, und es folgt die restliche Resonanzbedingung fiir r +1 < v < 2r — 1:

en(x;,n) = - 2(

Towgn = nen (2, )| >c>0 VYn>12.

v—rmn

Der Beweis des Zusatzes erfolgt genauso mit den Setzungen
1
X =GCo0,1]NC*0,1], ¢p=—=h", o(d6) =0, Ssu=uw?(u C[0,1]).
n
Die Fehlerfunktionale 7}, , und die Resonanzelemente g,, stimmen bis auf einen Vorfak-
tor n bzw. 1/n mit den oben gewiéhlten iiberein. n



Anhang A

Beweis des Aquivalenzsatzes

Wir benutzen im folgenden die Abkiirzungen (s € Ny, r € R)

K6, f,s,m+ s, LP(Q))) (
K, f,s,7+5,0(Q) = K(
K6, f,s,m+ s, LP(Q)) = K(
K(6, f,s,7+5C(Q)) (

Mit diesen Notationen schreibt sich Satz 2.19 wie folgt:

Satz A.1 Seien Q) C R™ ein beschranktes LG-Gebiet undr € N, s € Ny, 1 < p < 0.
Dann existieren Konstanten 0 < ¢,C' < 0o, so daf fir alle 0 < <1 gilt:

cw® (6, f, LP(Q)) (6", f, 5,7+ s5; LP(2))
(67, f, 8,7+ 5, LP(Q)) < Cw®(8, f,LP(Q)) YV f e WP(Q),
cw(5, f,C()) (0, .57+ 5,C(Q))
( ) <

o f, s+ s;C(

IAIA A IA
== AR

Q)
Q) <O, f,C(Q)) Vfel Q).

Dabei sind die Konstanten ¢ und C von f und 6 unabhdingig.

Der Beweis eines Aquivalenzsatzes zwischen K-Funktional und Stetigkeitsmodul fiir pe-
riodische Funktionen besteht im wesentlichen aus einem Glédtten mit Steklov-Mitteln
oder vergleichbaren Operatoren (vgl. [17, S.258] und die dort angegebene Literatur,
vgl. auch mit Kapitel A.2). Fiir nicht-periodische Funktionen auf beschrinkten Defini-
tionsbereichen kommt i.a. noch ein Fortsetzungsargument oder eine Teilung der Einheit
hinzu. Im Eindimensionalen geht die Verwendung einer Teilung der Einheit auf Brud-
nyi [10, S.582] zuriick. Satz A.1 wurde im Spezialfall s = 0 von Johnen und Scherer
[59] gezeigt (vgl. auch [86]). Es ist jedoch nicht mdoglich, den fiir s = 0 formulierten
Satz durch ein Zusatzargument auf beliebige s € Ny auszudehnen, wie dies bei Biitt-
genbach [11, S.100] (vgl. [46, S.139-142]) in einer Dimension geschieht. Dort wird statt
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f die Funktion f® in den fiir s = 0 gezeigten Satz eingesetzt und dann die Aquivalenz
von K und K-Funktional, wie sie hier entsprechend in Abschnitt A.4 formuliert wird,
ausgenutzt. In hoheren Dimensionen kénnen dagegen die partiellen Ableitungen der
Ordnung s nur nacheinander eingesetzt werden, was aber wegen der fehlenden Subad-
ditivitdt des Infimums nicht weiterfithrt (vgl. [67, S.205]). Daher wird der Beweis aus
[59] hier nochmals unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Ableitungen durchgefiihrt.
Dabei dient die Arbeit von Liittgens [67] als Vorbild, wo ein entsprechender Satz fiir ge-
mischte sup-Norm-Moduln bewiesen wird. Beim Ubergang zu Sobolev-Réumen miissen
allerdings die dort benutzten Taylor-Entwicklungen durch funktionalanalytische Argu-
mente ersetzt werden.

Es sei an dieser Stelle auch noch bemerkt, da8 fiir einfache Gebiete (z.B. Rechtecke)
der Beweis im Fall der Supremum-Norm auch ohne Fortsetzungsargument und ohne
Teilung der Einheit nach einer Idee von Sendov (vgl. [43], [85, S.33]) aufgebaut werden
kann. Dabei werden die in Paragraph A.2 benutzten Steklov-Mittel so modifiziert,
daf} keine Probleme mehr mit den Gebietsrdndern entstehen. Allerdings eignet sich
dieser Ansatz nicht fiir die LP-Félle, da das Inkrement der auftretenden Differenzen
vom betrachteten Punkt abhédngt. So sind dann héchstens Abschétzungen gegen einen
7-Modul méglich.

Der Beweis von Satz A.1 wird nun in den folgenden Abschnitten erbracht. Nach dem
Beweis der jeweils linken Ungleichung - und das ist die einfachere - in Kapitel A.1 wird
in Abschnitt A.2 zunéchst das K-Funktional auf Teilgebieten gegen den Stetigkeitsmo-
dul abgeschétzt. In Paragraph A.3 wird daraufhin mittels Teilung der Einheit gezeigt,
dafl sich das auf Q definierte K-Funktional durch eine Summe von K-Funktionalen
auf in Abschnitt A.2 betrachteten Teilgebieten majorisieren la8t. Da in Abschnitt A.2
aber nur K-Funktionale diskutiert werden, miissen die K-Funktionale ihrerseits auf
den Teilgebieten durch K-Funktionale abgeschétzt werden. Dies wird in Abschnitt A .4
mit dem Bramble-Hilbert-Lemma getan. Schliellich kénnen in Paragraph A.5 alle Re-
sultate zum Beweis des Satzes zusammengetragen werden.

A.1 Die ersten Ungleichungen

Lemma A.2 Seien Q C R™ eine (beschrinkte) offene Menge, r € N und s € Ny,
1 < p < oo. Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf$ fir 6 > 0:

cwl(8, f,I7(Q) < K(&, fo8,7+ 8 L7()

< K(6", f,s,r+ s LP(Q) VfeWP(Q),
cwP(0, f,0Q) < K@, f,s7r+sCQ)

< K@, fsr+s00) Ve (@)

Dabei ist ¢ von f und d unabhdngig.
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Beweis Das folgende Argument ist Standard im Umgang mit K-Funktionalen: Fiir
feWsP(Q) und g € WsP(Q) ist mit Lemma 2.16:

w0, [, IN(Q) < w6, f — g, LP(Q) + w8, 9, LP(Q2))
C(If = glspo+ 0"glr+sp0) -

Ubergang zum Infimum beziiglich g € Wr+*?(Q) liefert die Behauptung im LP-Fall, da

<
<

K", f, 5,7+ 5, LP(Q)) < K(8", f,s,7 + s, LP(2)).

Die Abschiitzung fiir f € C*(Q) verliuft vollig analog. m

A.2 Glatten mit Steklov-Mitteln

Zunéchst zitieren wir eine Beziehung zwischen gemischten und radialen Differenzen.
Die spéter im Beweis von Lemma A.4 benutzen Steklov-Mittel fithren auf gemisch-
te Differenzen. Das folgende Lemma stellt dann die Beziehung zu den verwendeten
radialen Moduln her.

Lemma A.3 (Kemperman-Identitit, siehe [16], vgl. [59])
Seit D* :={D : D C {1,...,r}} und firv € R™, a € NJ* mit |a| = r und r € N,
1<u<r, sei(apg:=0,1<i<m)

i1 i—1 i
Vipa) = Vie; falls p € {Zaj + 1,Zaj +2,.. .,Zam} )
§=0 =0

J=0

Dann gilt fiir jede Funktion f mit Definitionsbereich in R™ und Werten in R, die an
den auftretenden Stellen erkldrt ist:

AYf(z) = Z (—1)T_IDIA%MED Yl (55 + Z V[uva}) '

DeD* . wgD

Wir nutzen jetzt aus, daBl Steklov-Mittel mit Ableitungen vertauschbar sind (vgl. [41,
S.87]), um das folgende Lemma zu beweisen.

Lemma A.4 (vgl. [59], [67, S5.202]) Seien 1, Qa CR™ offen, Qy C q, und es existiere
ein Kegel cone(n,y,p), so daff Qq + cone(n, v, p) C Q. Weiter seien s € Ny und r € N.
Dann existiert eine Konstante C', so daf fir 0 <6 <1

K(&", f, 5,7+ 5 L' () < Cwi™ (6, f, LP (), (A.1)
falls 1 < p < oo und f € C*(Q) NWP(Qy). Ist f € C3(Qy), so gilt:
K(8", f, 5,7+ 5:0()) < Cw(3, f,C()). (A.2)

Dabei ist die Konstante C' von f und 0 unabhdngig.
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Beweis Der Beweis geschieht durch Glédtten mit Steklov-Mitteln.
1. Fall: Der Kegel cone(n,, p) enthalte die Menge

Ko:={z eR™":0< |z|<r(vVm+1+logr),z; > 0,1 <j<m}

Fir 0 <j <r,z € Qy und § <1 definieren wir die Steklov-Mittel

1 1 m S
F(é, f, I‘,j) = / .. / f (SL’ + Z ']7[1)1'71 +...+ UM]Q-) d’Ule’ULQ c. d’Um’r. (Ag)
0 0 i=1

Beachte, dafi F'(, f, x,j) wohldefiniert ist, da

m

10
Z j?[”i,l + ...+ v,-ﬂn]e,-

< JOl(L, 1., 1)] = jov/im < r/im

und damit alle Argumente von f in z 4 cone(n, v, p) liegen. Nun gilt (z € Q, |a] < s)

(o, f,2,0) = f(x) (A.4)
DF(6, f.w,j) = F(6,fxj), (A.5)
denn (1<n<m, (=37 Llvi+...+v,]e):

0
o0z,

t—0 t

F(éafal'aj) = lim — / / x—l—ten—l—C) f(x+§)]dvl,1...dvm7r

- / / hm flx+te,+¢) — f(z+Q))dviy...doy,
o

(o m)

Dabei ist die Integration mit der Grenzwertbildung vertauschbar: Da €2y offen ist,
existiert S(e,z) C Q. Of/0z, ist stetig auf Qy (beachte f € C*(£22)) und damit
insbesondere gleichméBig stetig auf der kompakten Menge S(e, x)+ Ky C . Nach dem

Mittelwertsatz konvergiert der Differenzenquotient damit als Funktion in vq11,..., 0,
fir t — 0 (|t] < ¢) gleichméBig auf [0, 1]™"

Schlieflich folgt (A.5) durch Iteration. Weiter gilt fiir o] <r, 1 <j<r,z €
|| j5
DF (5, f,x,7) < ) / / / / 35 ZE1 +—[v11+ ...+ V0],
Jjo r

)
T+ j—[vml + ...+ vmm_am])dvm e dUy g dUg . AUy g, (AL6)
r

denn fiir 1 < n < m folgt mit der Substitution w = x,, + %UW

ainF(@f,x,j) = a%[](s/mn+/ / ( ( ‘75[%1+ +vi,r])ei

z;ﬁn

1)
o CRE SRR ) B s -ded“’]’
T
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so dafl mit dem Fundamentalsatz die Gleichung (A.6) fiir a = e, folgt. Fiir beliebiges
a ergibt sich (A.6) wieder durch Iteration. Wir setzen jetzt

9(x) = (6. frz) = — 3 (-1 (;T)F@, foad). (A7)

j=1

Damit ist g € C™(Qy) N WP(Qy) fiir f € C%(Q) N W*P(Qy) und g € C™3(Qy)
fiir f € C*(€2y). Im folgenden beschriinken wir uns schreibtechnisch auf die LP-Riume.
Mit der Funktion g wird das K-Funktional nach oben abgeschétzt, also

(3", [, 8,7+ 5 L7() < |f = glspoy +0"|glrsp0r

Dabei sind jetzt nur noch die beiden Terme der rechten Seite zu betrachten:

|f = 9lspan
>N - 9| riany Z 17 8, 1, @)ooy
lal=s |al=s
(4.0 ,
(47

M

Z(— Y (j) (6, f @, ,5) .

/ / ( )f““ (:c + é j%s[vi,l + .+ Um]ei>

dUl 1- d’Um B

=
g

(2.11)

(o)
[v11+ . [vm,1+...+vm,r])f (@)dvyy - dom,

(o)
/ / H ( [vl 1+.. +Ulr ----- [U77L,1+~~~+Um,r])f (z)
|or|=s

< S (S @) S (G @) (A

laf=s

|a\ Lr(t)

IA

dl)l,l Ce dvmm
Lr(€)

Jetzt zum J ackson—Anteil'

6|g|r+spﬂ1 S 6TZZ|9(6 |Oép91 (AS 6TZZ|96f |apQ1

|a|=r|B]= laf=r|6|=
(4.6),(A.7) 5 Z Z Z(_l) ( ) < 5) / / f(ﬁ (A.9)
jal=r |8]=s I j=1 g
0
(Il—F]?[Ul,l"_---_'_Ulr Oél] Cey m+jr [/Uml_'_ +Um,r—am]>

dU1,1 e dvm,r—am

LP(Q)
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Sofern alle auftretenden Argumente in €, liegen, liefert die Kemperman-Identitét (siehe
Lemma A.3)

0 0
= S AL L S <y 'y (]—, . L) ) - (A10)
DeD* pED '\ r oy [m,a] MQD T T [“704
Mit =z € Oy darf y = (5171 + %[vu + o Ule—ag s ey T F %[vm,l + ...+ vm,,,_am])
gewihlt werden. Um dies zu beweisen, nutzen wir die Definition von K aus und zeigen,
daf fiir
) 0 0 0
z-y—l—rz (j, ..,j—) —I—Z(j—,...,j—) -
peD AN "/ ol uéD " "/ ol
gilt:
lz| <r(v/m+1+logr). (A.11)

Ist dies bewiesen, so folgt, dafl wegen z > 0 alle Argumente von f in (A.10) in der
Menge z + cone(n, 7y, p) C 9 liegen. Also zu (A.11):

Zunéchst ist

1 /76 ]5) (]5 ]5)
r sl et —+ —, ..., —
Z:U’ (T r [1,a] Z r r [1,0]

1 1) ) 1) 1)
< 3! (LL) + |2 )
ueD’u " "/ (el D " "/ el
Jj<r
5<1 1
S r _|( ua]|+2| ) 7"- [,ua}|
uED’u -1 wgD
1
= TZ——l-Zl—TZ —I—Z(l——)<rz <r(l+logr) (A.12)
uED’u wgD p= 1 H wgD !
<0
und weiter
) 1)
‘y - (L" = ’(jr [’Ul 1 + . +’U177._a1]7 ey %[UmJ + ... +’Um’7«_am])’
Jj<r,6<1

< \/[vm + .ot P F U o F Vnr—an)?
< V)2 (= ) < Vmr? = rym;

d.h., (A.11) ist gezeigt, und alle auftretenden Argumente liegen nach Definition von
Ky in Qy. Damit ergibt sich aus (A.9) mit (A.10) (vgl. (A.12)):
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0"|glr+5,p.01

2 EEr6) L]

lal=r|B]=s j=1

Aa f(ﬁ <$1+ ['Ul 1+ -+Ul,r—a1]>

0
<y Tm + ]7[2}771,1 +...+ Umn,r— am]) dvl,l s dvm,r—am

“”ZZZOO/ 5

la|=r|8|=s j=1 0 pep+

P(Q1)

1
T
A 1j6

) )
f(ﬁ) < <:L'1 + 97[21171 + .o Vg )y T F %[vm,l + ...+ vm,r_%,L]) +

0 10
(22 )
r r
/J,QD [/1/704

d'Ul,l c. dvm,r—am

LP(Q1)
< cmnww@< max §ji(ﬁwns@) hﬁmam)
DeD* |a|=r D M r r (1,0
(1)
A.12
< Cw® ((1 +logr)s, f, LP(QQ))
< C24logr)w¥ (6, f, LP(Q)). (A.13)

2. Fall: Der Kegel cone(n, 7, p) enthélt noch kein K, wie oben. Dieser Fall wird durch
lineare Transformation auf den 1. Fall zuriickgefiihrt. Es existiert eine invertierbare
Matrix A = [a;;]{%—,, die eine lineare Abbildung auf R™ beschreibt, so dafi K, C

Acone(n,, p) (vgl. Kapitel 3.2.3, vgl. [59]). Sei Q] := AQy, Q) := AQ,. Damit erhalten
wir

K", f,s,m+ s, LP(Q))
= g@WlfI}f; (|f g‘spﬂl + 0" |g‘7‘+8p91>

(3.35)
fiir A—1

Co it o (1Al det A21(7 — ) 0 A7y +

EWT'+.5
+6WAw*ﬂ&nArﬂgoA*uﬂ@m)

. -1 -1 ) r -1 )
S Cl(Av S,p) gEWlTI}FE(Ql) (‘f oA go A ‘s,p,Ql + 0 |g oA |r+s7p7ﬂl)

C inf A_l — Yls 4 6T rTs ]
196W133(Q’1) (|f ° 4 o 9l ’p’Ql)

= GEQ fo AT, (W), | Lapoy)s V()] rspr)

Lemma 3.14

=
5

< Cy(r,m, A, 5,p)w (6, f o AV LP(Q)) (0<1)
= Gy Y sup |[ALDY(f o AT (@)l Lr@yr))

la|=s v|<d
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< Gy )y sup [AL(f o ATH(@)]spayirw)
] S|V‘§5
(2.11) - T . ,
= Cs(r,m, A,s,p)sup | » (=1)"7( | fo A" (z+jv)
vI<é | 550 J f(._;_jA:lru)oA*lw 5,0, (rv)
(3.34) " .
<A laeal sup S0 (7) sty ,
W16 | 550 J

5,0, (rA=1v)
denn A7, =y, so daBl

AT (rv) = {yeV:Aye Uimv)y={y e Ay+trv € Q,, 0 <t < 1}
= {y S QQ Y ‘l—t’l“A_ll/ € A_lgé = QQ, 0 S t S 1} = QQ(T’A_llJ).

Weiter ist also

K<6T7 f7 S, T + S LP(QI>)

T

D31y (1) ek gah)

=0

S 04(7",’)71,14,8,]9) Z sup

lv|<é

or|=s LP(Q2(rA=—1v))

ool (14710, £, 1(22)) < (1+ [ A7) Coof(6, F, 1F(22)).

IA

Man beachte, dafl bei partiellen Moduln die obige Transformation so nicht durchfithrbar
ist, da Differenzen entstehen, die nicht mehr entlang den Koordinatenachsen verlaufen
und die damit innerhalb des Gebietes evtl. nicht mehr durch gemischte Differenzen
darstellbar sind (vgl. [24]).

Da wir im néichsten Abschnitt zwangslaufig auf K-Funktionale gefithrt werden, wire
ein Lemma A.4 fiir K-Funktionale wiinschenswert: Mit der im Anschlu formulierten
Ungleichung Lemma A.7 143t sich unter den Voraussetzungen von Lemma A.4 dhnlich
zum dortigen Beweis leicht zeigen, dafl z.B.

F(éra f7 5,1+ 55 Lp(Ql)) < C[WT(’S) (6’ f7 Lp(QQ)) + wT’(57 fa LP(QQ))]

gilt. Fiir r < s ist

Lemma 2.16¢)

we(0, [, LP(Q)) < C8[flrpay < CF|[flsp00
Ist andererseits r > s und €2y ein LG-Gebiet, so folgt bei Verwendung der Marchaud-
Ungleichung;:

Lemma 2.16¢)

wT’(aa f7 LP(QQ)) < Cldswﬁs—)s(da fa LP(QQ))

Lemma 2.16g) 1 7(05) t LP(Q
g, (5S+T-S|f|s,p,gz+as+r—s [
)

tT’
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Lemma 2.16f) 1 7(,8) 5 IP(Q
<o (5T|f|s,m2+5r [ OL L),
)

IN

1
& (5’“|f [sp0a + 27~ (1= 5*)w(6, f, L”(Qg)))
< G5 (0 llepen + w6, £, LP(22))) -

Insgesamt haben wir damit
K (8", f, 8,7+ 5 L()) < Ol flls 0z + 0P (0, f, LP(Q2)))-

Dabei schmerzt der Korrekturterm 0" f||s ., bei der Betrachtung der Konvergenz-
geschwindigkeit nicht weiter. Auflerdem wird bei diesem Vorgehen die Beschrinktheit
des Gebietes nicht benotigt. Wir werden aber in Kapitel A.4 um den Preis der Be-
schrianktheit des Gebietes auch noch den Korrekturterm wegdiskutieren, so dafi der
Aquivalenzsatz auch zum Beweis von Saturationssitzen benutzt werden kann (vgl. Be-
weis zu Lemma 2.22).

A.3 Teilung der Einheit

In diesem Abschnitt spalten wir die K-Funktionale in eine Summe von Funktionalen
iiber Teilgebieten auf, die die Voraussetzungen der Aussagen des letzten Unterkapi-
tels erfiillen. Die Teilgebiete ermoglichen also den Einsatz von Steklov-Mitteln. Dabei
benotigen wir die Voraussetzung, dafl 2 ein LG-Gebiet ist. Wir gestalten zunéchst diese
Bedingung etwas handlicher.

Lemma A.5 Sei Q C R™ eine beschrdnkte, offene Menge. Wir setzen zu k > 0

Q" ={re@:Sk,r)CQ}
Die Menge Q" ist offen. Fir 0 < k1 < ko gilt offensichtlich Q" C Q" C Q. Ist
zusdtzlich Q"2 # 0, so ist dist(0Q"™, Q") := inf{|z—y| : x € Q™ , y € Q™2 } > Ko—kKy,
also auch dist(0Q", 0Q"2) > Ky — K1.

Beweis Wir zeigen zunichst, dafl Q* offen ist: Ist Q* = (), so ist die Aussage trivial.

Mit x € Q" ist anderenfalls auch die kompakte Menge S(k, x) in der offenen Menge @
enthalten, also sind S(k, x) und 0Q disjunkte (nichtleere) kompakte Mengen. Nach [95,
I1, S.27] wird dist(S(k, z), 0Q) fiir zwei Punkte y € S(k,x) und z € 0Q) angenommen,

so dafl € := dist(S(k, z),0Q) = |y — z| > 0 ist. Damit folgt, dafi S(¢/2,z) C Q" und
Q" offen ist.
SchlieBlich schiitzen wir noch den Abstand zwischen Q"' und Q"2 ab. Da () # Q"' #

R™ ist Q"' # (). Sei x € dQ"'. Dann existiert zu jedem 0 < € < kg — Ky ein y € CrmQ
mit |z —y| < Ky +e. Sel z € Q7. Dann ist |z — y| > k2 und

[zl =lr—y+y—z=lly—zl-le—yl[Zr—r—ec
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Da ¢ beliebig ist, folgt die Behauptung. [

Lemma A.6 (vgl. Definition 2.4) Sei Q C R™ ein beschrinktes LG-Gebiet. Dann
existiert eine endliche Familie beschrankter, offener Mengen {Q; : 1 < j < n} und eine
zugehdrige Familie von Kegeln cone(n;, vj, pj) sowie ein kg > 0, so daff Q° NQ # 0
(vgl. Lemma A.5) und

a) 09 C Ui, Qf fir alle 0 < k < ko,
b) (Q; N€Y) + cone(n;, 75, p;) C €2,
¢) QU Uj=1(QF NQ) = Q fiir alle 0 < K < ko, wobei
Oy = {z € Q: dist(z, Q) > ko — K}

Beweis Das Lemma ist eine Umformulierung der Definition 2.4, nach der eine endliche
Familie {@; : 1 < j < n} offener Mengen mit zugehorigen Kegeln cone(n;,v;, p;) und
ein k1 > 0 existieren, so daf§ b) gilt und

o0 C O{x € Q;: Sk, ) C Q). (A.14)
7j=1

Da € beschrankt ist, konnen die @); beschrinkt gewéhlt werden. Aus (A.14) folgt die
Bedingung a), denn wihlen wir kg mit 0 < ko < K1, so gilt fir 0 < k < Ko:

{reQ;:S(ki,x) CQ;} C {reQ;:S(koz)CQi}=Q;
C {zeQ;:5k,z)CQ;} =qF
(C {ze@;:S(k2)C@;t)

Ist Q° N =0, so ist auch Q7° NI = (), da Q}° nach Lemma A.5 offen ist. Diese
Q; sind fiir die Uberdeckung von 99 nicht nétig und konnen weggelassen werden. Es

bleibt ¢) zu zeigen. Ist & € Q\ ., so existiert ein y € AN mit |z — y| < ko — ». Fiir
ein 1 < j <mnistnacha)y € Q;”O. Damit ist aber auch z € Q;. Denn ist z € R™ mit
|lx—2| < K, soist |[y—z| < |y—z|+|r—2| < Ko—K+K = Ko, also S(k, z) C S(ko,y) C Q.
Also werden alle z € Q '\ Q,. durch die Vereinigung erfaBt. ]

Bei der Aufspaltung der K-Funktionale werden Ableitungen entstehen, die nicht in den
Normen bzw. Halbnormen der Funktionale auftreten. Um diese zu beseitigen, dienen
die folgenden Ungleichungen, die auch in Kapitel 2.2 benutzt werden:

Lemma A.7 (Kolmogoroff-Ungleichung, vgl. [1, S.75]) Seien Qy, Qy C R™ offen, €2 C
Oy, und es existiere ein Kegel cone(n,~y, p), so dafs 3 + cone(n,v,p) C Qy. Dann
existiert eine Konstante C = C(r,Q4,€s), so daff (0 <s<r)

[flspor < CUSllzr) + 1 flrpgs), (A.15)
floan < Cllfllo@,y + [f1ra,) (A.16)
fiir jedes f € C™ () NW™P(€y), 1 < p < 00, bzw. f € C"(Qy) gilt.
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Beweis Wir beschrénken uns schreibtechnisch auf (A.15). In cone(n,7y,p) sei auflerdem
die Menge [0, mr]™\ {0} enthalten. Anderenfalls 148t sich diese Situation mittels linea-
rer Transformation unter Beriicksichtigung von Lemma 3.14 analog zum Beweis von
Lemma A.4 herstellen.

Sei jetzt Q1 := Oy und fir 1 < j < mr+ 1:

Qj == Q-1+ [0, 1]

Dann ist nach Voraussetzung @); C €} fir 1 < j < mr + 1. Wir zeigen zunéchst,
dafl eine Konstante C' (> 1) existiert, so daf} fir alle |o| < r, 1 <j < (m—1)r+1,
1<li<mund 0 <k <r—|af gilt:

17 llr@) < CUF gy + 17 in@n). (A7)

Fiir |a| = r (d.h. k£ = 0) und fiir a; = 0 ist dies trivial, anderenfalls existiert nach dem
Mittelwertsatz ein & € (z;, 7 + oy /r) mit (x € Q;)

e a—qge 1 (e}
All lf( ! L)(z) = E.f( )(Zlfl, s axl—17€7$l+la s >$m)a

dabei liegen wegen «;/r < 1 alle auftretenden Argumente in ();4;. Damit ist

3
FO) = 'f@(xl, e ) —/ FOr) (gt )t
xy
3
< rmfageenee @) [ @y )l
s x;
v=t—x; 1
< ™ Ai‘lelf(o‘_o‘le’)@)‘ + / |fered(zy, . v+, ..., zm)|do,
T 0

da0<&—x <ayfr <1. Also:

1
17N oy < 2%‘1’Hf(a—al”)HLp(Qm)+/0 1Pt (@, ot m, ) || oo dt
< 22 fOT o) + T Ny

Iteration ergibt damit (C' > 1)

||f(a)||Lp(Qj) C(Hf(a_alel)HLP(QHk) + ||f(a+kel) ||L”(Qj+k))’

<
S C(Hf(a_alel)||LP(Q]’+(T*\&D) + ||f(a+kel)HLP(QJ"F(T*\OA))%

so dal wegen k < r — |a| < r bereits (A.17) bewiesen ist.
Sei nun wieder |a| < r, dann folgt

LF o)

(A.17)
k=r—|«

I S oo
= /ey < C(Ilf(o’ 2| L @upny + || fUTZ=2 00 2"")||LP(Q1+T>)
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(4.17) | S
= ¢ (C(Hf(O’Q%“'-) ||LP(Q1+2T) +ﬂf(07 Lits o 37"')||LP(Q1+2Tl)
<1
+ Hf(r—zz':z 0,02,...) HLP(QH@)
S‘flr,p,QlerT.
(A.17) (A.17) "
S ct S O (||f||LP(Q1+m7‘) _I_ m|f|r7p7Q1+mr)? (A18)

so daf3 schlielich fiir 0 < s < r gilt:

(2.3) (A.18)
flapon < O IF @) < CUFNzrgs + [ flrpn)-

|a|=s

Folgerung A.8 (vgl. [1, 5.75]) Sei Q@ C R™ ein beschrinktes LG-Gebiet. Dann exi-
stiert eine Konstante C, so daf fir jedes f € W™P(Q), 1 <p<o00,0<s<r, |af <,
1<i<mund0<k<r—|o gilt:

Hane < C (Il + 1)
17N < € (£ e + 17 1) (419

Fiir f € C"(Q) gelten die analogen Aussagen.

Beweis Wegen (2.4) reicht es aus, im LP-Fall die Aussagen fiir f € C"(Q2) N W"P(Q)
zu zeigen. Nach Lemma A.6 ist Q darstellbar als Q = Q, U Uj—, (QF N Q) fiir ein
k < Kkgo. Diese Mengen erfiillen die Voraussetzungen von Lemma A.7 mit Qy = Q. Fiir
die QF NQ C Q; N folgt das aus Lemma A.6b), und zur Menge Q.. 148t sich jeder
Kegel cone(n,~, p) mit p < kg — k wihlen (vgl. Lemma A.6c)). Die Aussagen folgen
damit sofort aus (A.15)—(A.17), z.B. ist

n
‘f|s,p,Q < Z |f‘s,p,Q?ﬂQ + |f‘s,p,Qn

J=1
n+1

(A.15)
< D Cillfloe + | flrpal < ClIF o + 1 flrpal.

i=1

Folgerung A.9 Sei Q2 C R™ ein LG-Gebiet, |3| = r. Dann existiert eine Konstante
C, so daf fir jedes f € W™P(Q), 1 < p < o0, und a < 3

1F Nl < C D NP mwey
yeJ

gilt, wobei J = {v = (71,-.-,7m) : v € {0,5;}, 1 <j <m} die Menge der Ecken des
von 0 und [ aufgespannten m-Rechtecks ist.
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Beweis Wir wenden sukzessive (A.19) an, wobei wir z.B. im ersten Schritt k = 8, —ay
und [ = 1 wihlen (beachte: k < | —a| =7 — ||, da a < 3).

1F o < Cr ([ FO02 0 oy + [ FE02m)|| o)
< Co(|| fOO el gy || fOF || o
+ || fPrOamam)|| oy || fET PO )| o))
< <O 1.

yed
|

Diese Aussage gilt in einer wesentlich schéarferen Form, die auf Aronszajn und Smith
[87] zuriickgeht:

Satz A.10 (siche [88, S.66], vgl. [8, S.363]) Seien Q@ C R™ ein beschrinktes LG-
Gebiet, r € N, 1 < p < oo und o € NJ' mit |a] < r. Dann existiert eine Konstante C,
so daf fiir jedes f € W™P(Q) gilt:

1F N o) < C I Flzre) + D 1F ooy | - (A.20)
j=1

Es werden also keine gemischten Ableitungen benétigt.

Jetzt wird das K-Funktional zunichst mittels Teilung der Einheit in zwei einfacher zu
handhabende aufgespalten, bevor dieses Argument dann spiter fiir die Uberdeckung
aus Lemma A.6c¢) iteriert wird.

Lemma A.11 (vgl. [59]) Seien Q1,Qs,Q3,Qy, Q5,2 C R™ offen und beschrinkt, so
daff Q1 C Qg, Qo C Qy, dist(09;,0042) > €, © = 1,2, fiir ein e > 0, und zu einem
0<do<esei( C){reQs: Sz CQ}CQs, V=000 i=1,...,5.
Weiter existiere ein Kegel cone(n,v,p), p < 6o < &, so daff V5 + cone(n,v,p) C V3
(siehe Abbildung A.1). Dann existiert eine (von f und §) unabhdingige Konstante C,
so daf fir f € C*(Q)NWP(Q), 1 <p < oo, und 0 <6 <1 gilt:

K(6,f,8,7+ s LP(ViU Vo)) < C(K(6, f, 8,7+ 5 LP(V3)) + K (6, f, 5,7 + 5, LP(V4))) -
(A.21)
Entsprechend gilt fiir f € C*(Q):

K6, f,s,r+8,CViUW)) < C (K@, f,s,7+s;0(V3) + K(6, f, 5,7+ sC(Vh))) -
(A.22)

Beweis Wir beschranken uns wieder auf den LP-Fall. Zunichst existiert eine Funktion
@ € C®°(R™) mit Tr C Q5 und ¢ = 1 auf Q; (siehe [58, S.35], vgl. [59] und (5.18)).
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Abbildung A.1: Mengen in Lemma A.11

Zu g1 > 0 seien jetzt g1 € C™5(V3) N W H5P(V3), go € C™5(Vy) N W HP(V), so daB
(vgl. Definition 2.17, (2.4))

< K6 f,8,7+ s, LP(V3)) + & (4.23)
S ?(57 f7S7T+S7Lp(‘/4)>+817 .

Hf — 0 Hs,p,Vs + 5|gl|r+s,p,V3
Hf - g2Hs,p,V4 + 5|g2|r+s,p,V4

und sei damit die Funktion g := ¢g; + (1 — ¢)go auf V; U V5 definiert. Beachte, daf
g € C"T (VL U V) N W HP(1] U V) wohldefiniert ist, da

<

1(z) firae Vi, C Vs
9(x) =4 g2() fir x € Vo \ V5 C Vy
p(r)gi(r) + (1 —p(x))ga(r) firze VNl CVzNVy

Wir schiatzen nun die beiden Terme der rechten Seite von
F((S» f,s,1m+s, Lp(vl U VZ)) < ||f - g||8,p7V1UV2 + 5|g|r+s7p7V1UV2 (A'24)

ab. Sei dazu |a| < s. Dann ist

|D*(f = 9)llrvauva)
= |1 De(f —g1) + X =)(f = 92Dl Lovron

TrpCQs
[D*(p(f = g1)levaova)nvs) + [1D*((1 = @) (f — g2))llLeva)
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< DS = g )llervs) + 1D = o) = g2))l[zova

> (5)er -+ [T (5) P 00t -

BLa BLa

_'_
Lp(V3)

Lp(Vy)

< C(Hf - 91||s,p,V3 + Hf - g2||s,p,V4>v

wobei die Konstante C' vom fest gewéhlten ¢ € C*°(R™) abhéangt. Damit:

vgl. (2.3) N
||f _g||8,p,V1UV2 S Z ||D (f - g)||Lp(V1UV2) S C(Hf _91”8,10,‘/3 + ||f - g2||87p7V4)'

la|<s
(A.25)
Beim Jackson-Anteil
9lr+spviovs < 1G1lr4spva + |g2|r+s7p7V2\V5 + |g‘r+s,p,(V5\V1)ﬂV2
ist wegen V4 C V3 und V5 \ V5 C Vj nur noch |g|rtsp,(vs\v1)nvs 2 untersuchen:
9l +sp v = (g2 +@(g1 = g2) s pvs\vina
S |g2r+spV2‘|’ Z Z ( )Dﬁ Da ﬁ(gl—gg)
|a|=r+s B<a Lr(V2NVs)
r+s
< glrtspye + Ch Z |91 — g2ljpvanvs
=0
(A.15)

S |g2|r+s,p,V2 + C?(Hgl - g2||LP(V30V4) + |gl - g2|r+s,p,VgﬁV4)-

Beachte, daf fiir diesen Schritt die Voraussetzungen von Lemma A.7 erfiillt sind: Wegen
Vs 4 cone(n, v, p) C Vi ist (Vo N Vs) 4 cone(n, v, p) C Vi, und wegen dist(0€, 02y) > €
ist Vo 4 cone(n, 7, p) C S, also (Vo N V5) + cone(n, vy, p) C V3N Qy = V3NV, Damit
haben wir

|g ‘ r+s,p,(Vs\V1)NVa
< ‘92‘r+s,p,Vz + C2(|gl|r+s,p,V3 + |g2‘r+s,p,V4) + C2Hgl —f+f- 92||L7’(V3OV4)
< Col|gilrrspvs + (Co+ 1)|g2lrrspva + Calllgr — fllzoes) + [1f — g2llzoq))-

Es ist also
9] rtspiove < C[|gl|r+s,p,V3 +|g2lr+spva + 1f = g1lleeqn) +|1f — g2||LP(V4)] (A.26)
und zusammen mit (A.24) und (A.25)

K5, f,5,7 45 L UV2))
< Gl = gillaprs + 1 = gollepua] +
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H3Co |1 lrsoms + 192l + I = gallzoy + 11 = gallas ]|
Cs|IF = g1llsws + 311lrsspvs + 1 = Gellovi + g2l

( — —
< G|K(.fsr 4 5 L(VA) + K (O, fos,r+ 5 L(Va)) + 224

Da &7 beliebig gewdhlt werden kann, folgt die Aussage (A.21). Vollig analog folgt
(A.22). n

Wir sehen insbesondere am eben gebrachten Beweis, daf die entsprechende Aussage so
fiir K- statt K-Funktionale nicht gezeigt werden kann, da die Leibniz-Regel zu Termen
fithrt, die dann nicht mehr durch die Halbnormen des Funktionals majorisiert werden
konnen.

Wir wenden nun die Aussage von Lemma A.11 iteriert an:

Lemma A.12 (vgl. [59]) Sei 2 C R™ ein beschrinktes LG-Gebiet, d.h., nach Lemma
A.6 ezistiert eine Familie {Q); : 1 < j < n} mit zugehorigen Kegeln, so dafl die dortigen
Bedingungen a), b) und c) mit einem ko > 0 erfillt sind. Sei k < Ko (insbesondere
ist dann Q,, wie in Lemma A.6c) definiert). Dann gilt: Fir f € C*(Q) N W*(Q),

1 < p < oo, baw. f € C5(9), existiert eine von 0 < 6 < 1 und f unabhingige
Konstante C, so daf

3

K5, f,5,7+5; L)) < O(Z K., fos,r+5 L9(Q; N Q) + K(6. f.5,7+s: Lp(fzf@))) ,
j=1

(A.27)

3

KGO, f,s,r+5C(Q)<C (Z K(6,f.5,7+5,C(Q;N0) + K (5, f,5,7+s; C@))) .
j=1

(A.28)
Falls Q.. = 0, entfillt jeweils der letzte Summand.

Beweis Wir iiberdecken zunichst einen Streifen um 02 und dann im letzten Schritt

das Verbleibende des Inneren von 2. Dabei wird sukzessive Lemma A.11 angewendet.
Wir betrachten wieder nur den LP-Fall (A.27).

Seien V" := Q5 N Q und k; := x/(2n). Wir zeigen jetzt fiir 1 <j <n —1:

K (5, fys,r+s; LP (1/}”/2_(j_1)”1 U U 1/2”/2_(j_1)”1)> (A.29)

I=j+1

< C

K(5, f,s,7+s; Lp(Vfﬂ_jm)) + K (5, f.s,r+s; LP ( U W-cﬂ—a’m))

I=j+1
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Dazu setzen wir in Lemma A.11:
k/2—(1—1)k
’ QQ::UQI/ (G=1)k1
l=j+1

Q3 = Q;/z_jma Qy = U Q?ﬂ_jma

I=j+1

o) _Qﬂ/2 (—1)k1

Qs : _QH/2 (J—1/2)k1
Man beachte, dafl alle diese Mengen nach Lemma A.6 nichtleer sind. Damit ist
dist (09, 01 2) > € := k1, i = 1,2. Denn ist z.B. z €0 (Ul L Qn/z (i—1)k1 >7 50 ist
T € 8@“/2 U=DR1 fiir ein j 4+ 1 < Iy < n, aber (Lemma A.5, beachte 2 € Q'{/z arLy

e =k < dist(x, 0@“2 ) < dist <:L’,8 U Q;@ﬂ—jm) ’

I=j+1

so daB dist(0€, 0€2y) > €.

Fiir 0 < 0 := %ml < g ist weiterhin O C {z € Q3 : S(dp, x) C Q3} C Q5. AuBerdem
ist nach Konstruktion und Lemma A.6b)

(Q5 A Q) + Cone(njv Vi mln{p]7 _}) C 3N,

so daf} (A.29) mit Lemma A.11 folgt. Durch sukzessives Anwenden von (A.29) ergibt
sich

K (5,f,s,r+s;Lp (U 1/;-”/2))
j=1

n—1
< c <Z K0, fys,0+ 5 LP(VIP™) + K8, fo5,7+ 5 L%VJ”‘("‘”“)))

j=1

< Cif(é, f,s,r+ s LP(Q; N)). (A.30)

Jj=1

Nach Lemma A.6c) ist

Es bleibt damit zu zeigen:

K(0,f, 8,7+ 8 LP(Q)) = <5f,sr+st<QZ OVf“))

F(é,f,s,r%—s;Lp(

< C

||C:

“/2)> + K5, f, 8,7+ s; LP(QH))] . (A31)
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Ist €, oder 3 leer, so ist die Aussage trivial, und der letzte Summand kann wegge-
lassen werden. Anderenfalls setzen wir in Lemma A.11 die Daten:

A " 3,
O =, =@
j=1
Q3 = Qm Q4 = U Q;/za
N j:1
Q5 = P

00|~

Damit 148t sich in Lemma A.11 auflerdem ¢ = i/ﬁ und %/{ < g < i/{ wahlen. Da (3

und €25 in (2 liegen, ist die Existenz des geforderten Kegels hier mit Radius p < %/{
trivial, und Lemma A.11 impliziert (A.31). Im Hinblick auf (A.30) und (A.31) ist das

Lemma A.12 bewiesen. m

A.4 Bramble-Hilbert-Lemma und Aquivalente
K-Funktionale

Die Argumente im vorangehenden Abschnitt funktionieren nur fiir das K-Funktional,
nicht fiir das K-Funktional, das seinerseits aber fiir die Abschidtzung mit Steklov-
Mitteln gegen den Stetigkeitsmodul (Lemma A.4) benutzt wird. Wir brauchen also
einen Zusammenhang zwischen den beiden Funktionalen. Diesen liefert das Bramble-
Hilbert-Lemma, das wir der Vollstédndigkeit halber in der hier benttigten Form bewei-
sen. Zunachst einige Hilfsaussagen:

Lemma A.13 Sei Q C R™ eine beschrinkte, offene Menge, s € N und (fn)nen C
C*(Q) gleichgradig beschrinkt, d.h., es gibt eine Konstante C' mit | f,||,q < C fiir
alle n € N. Dann existiert zu jedem Kompaktum Qo C Q eine Teilfolge (fn;)jen von

(fo)nen, die in C*~1(Qq) konvergiert.

Beweis Da (2 offen ist, existiert zu jedem z € Q eine Kugel S(,, x) C €2, die natiirlich
konvex ist und damit die Anwendung des Mittelwertsatzes gestattet: Zu |a| < s und
beliebiger Folge (n;)jen ist || fr(g)Hlﬁ < C gleichgradig beziiglich j, so daf§ vermoge
des Mittelwertsatzes ( fr(f)) jen im Punkt 2 gleichgradig stetig ist. Also ist ( f,gf‘)) jen auf
Q) gleichgradig stetig und nach Voraussetzung gleichgradig beschréinkt. Dies gilt auch
fiir jedes Kompaktum Qy C Q. Beziiglich Qq ist der Satz von Arzela-Ascoli (vgl. [54,
S.563f]) anwendbar und liefert eine gleichméBig konvergente Teilfolge von ( f,g‘f)) jen in
der || - [ o@y)-Norm. Bilde nun sukzessive fiir alle [a| < s Teilfolgen, so daf§ schlieBlich
(a)

eine (gemeinsame) Folge (7;),en entsteht, so daf ( fﬁj )jen fiir jedes || < s gleichmiBig

auf Qg konvergiert. ]
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Lemma A.14 Sei 2 C R™ eine beschrinkte, offene Menge, die die Kegelbedingung
mit einem Kegel cone(n,~y, p) erfillt. In diesem Kegel ist dann eine Kugel mit Radius
d > 0 enthalten. Wir legen die kompakte Menge 2y fest iiber

Qp:={z€Q:5(d/2,x) C Q}. (A.32)
Dann ezistiert eine Konstante C, so daff (s € N)

1fllea < ClIflsmrg, + [ flea) Ve C'(Q). (A.33)

Beweis Sei z € ). Dann existiert ein zu cone(n, 7, p) kongruenter Kegel mit Scheitel
x, der in  liegt. Sei y der Mittelpunkt der in diesem enthaltenen Kugel mit Radius
d. Nach Definition von Qg ist damit y € Q. Die x und y verbindende Strecke liegt im
Kegel und damit in €. Taylor-Entwicklung um den Punkt y liefert fiir |o < s

s—|af

> (- yk)Dek] F1()

s—|al—1

() = Z % [Z(% _yk)DEk] f(a)(y)+m

7=0 k=1

fiir einen Punkt ¢ auf der Strecke zwischen x und y. Beim Restglied werden nur Ablei-
tungen der Ordnung s ausgewertet, so dafl

Y@< ClIf 1z, + 1z

lof<s

Dabei ist C' von 2 unabhéngig, da die Lénge der Strecke zwischen z und y und damit
|z, — yx| durch p beschrinkt ist. Da sich beim Ubergang von Q zu Q das Supremum
einer stetigen Funktion nicht &ndert, erhalten wir

1fllizrm < ClIAl o m, + 1f],3]

und damit

I£lm < €+ DIz, + 1£al-

Lemma A.15 Die beschrinkte, offene Menge Q) erfiille die Kegelbedingung. Dann exi-
stieren endlich viele nichtleere, offene, paarweise disjunkte, zusammenhdngende Men-
gen Gy, ...,Gn, mit Q = U;V:OI G;. AufSerdem ist Q= U;V:OI éj, wobel zwar auch die
G; zusammenhdngend, aber nicht unbedingt paarweise disjunkt sind.

Beweis Die Menge 2 143t sich darstellen als Vereinigung ihrer Zusammenhangskom-
ponenten (vgl. [38, S.112]). Es folgt sofort, dafl diese offen (da € offen) und paarweise
disjunkt sind. Nach Voraussetzung existiert ein Kegel K = cone(n,7,p), so dafi es
zu jedem Punkt x € () einen zu K kongruenten Kegel K, C {2 mit Scheitel x gibt.
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Sei €' eine beliebige Zusammenhangskomponente und x € €. Dann ist auch Q' U K,
zusammenhéngend und damit K, C €. Also erfiillt €)' die Kegelbedingung und

meas(€)') > meas(K,) = meas(K) =: d > 0.

Gébe es abzéhlbar-unendlich viele verschiedene Komponenten §2;, j € N, so wire

00 = Zd < Zmeas(ﬂj) = meas (U Qj) = meas()) < oo.

jeN jEN jEN
Also existieren nur endlich viele Komponenten G, ..., Gy,. Alle iibrigen Aussagen sind
damit unmittelbar klar. [

Lemma A.16 Die beschrinkte, offene Menge Q@ C R™ erfiille die Kegelbedingung.
Seien 1 < p < oo und s € N sowie Gy, ...,Gn, wie in Lemma A.15. Wir setzen

() ={f: Q=R flg, € P._1(Gy), 1 < j < No},

() ={feC(Q): fla; € Ps—1(Gj), 1 < j < No}.

Damit ist* P._,(Q) C WIP(Q), €Ny (vgl. (2.4)), und dim P,_,(Q) = Ny dim P,_; (R™)
= No("2) =: Ny (vgl. (3.9)). Auferdem ist P _(Q) Cc CI(Q), j € Ny, und®?

Ny := dimP._,(Q2) < N;. Sei jetzt je nach Wahl des Raumes N = Ny oder N = Ns.
Sei {f7,.. .. fx} eine Basis von (Pi_1(Q), ]| - lspe)™ (bzw. von (Pi_1(2), ]| - ls0)*)-

Dazu sei {fy,..., fx} C (WP(Q))* (bzw. C (C*(2))*) eine (z.B. nach dem Satz von

Hahn-Banach existierende) Fortselzung dieser Basis. Dann sind die Normen | - ||s .0
und || - ||lsp (bzw. || -|l,q und || - ||, 5) dquivalent. Dabei ist
. N
1fllspe = |flspa+ Y _I5DL - feW™(Q), (A.34)
j=1
) N
Ifllse = Ifla+ D I FeC @) (A.35)
j=1

Beweis (vgl. [21, S.120, Beweis zu Theorem 14.1]) Wir beschrinken uns wieder auf
den LP-Fall, weisen aber auf die Unterschiede zum sup-Norm-Fall hin.

Fir f € W#P(Q) haben wir sofort

N
1 llspg < flspa+ D I laves@p- I fllspa < Cllf llspas (A.36)
j=1

IDa nicht gefordert ist, da8 €2 ein LG-Gebiet ist, 148t sich Satz 2.9 nicht anwenden, so dafl nichts

iiber gleichméflige Stetigkeit bekannt ist.
2Beachte, daB durch die lineare Nebenbedingung f € C*71(Q) in der Definition von P!_,(Q)
gegebenenfalls die Anzahl der Freiheitsgrade gesenkt wird, vgl. Lemma A.15.
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so daf} die umgekehrte Ungleichung zu zeigen bleibt, d.h., wir zeigen jetzt, dafl eine
Konstante C' existiert mit

1 fllspo < Clfllopa V€ WP(S). (A.37)

Angenommen es existiert kein C', so dafl (A.37) erfiillt ist. Dann gibt es zu n € N ein
0 # f, € W*P(QQ) mit
1fnlls.p0 > nll fallsp.0:

Fir f, := JEn/HJEan,p,Q gilt also

Ufnns,p,ﬂ = 1 (A'38)
[ fallspo < 1/n. (A.39)

Da das beschrankte, offene €2 die Kegelbedingung erfiillt, ist nach Satz 2.10 der Raum
W#P(Q) in W*~1P(Q) kompakt eingebettet. Wegen (A.38) existiert damit eine Teilfolge

(fn;)jen von (fr)nen mit
foy = fo in WETHP(Q), (A.40)

Aber (f,,)jen ist auch Cauchy-Folge in W*P(€2), da

||f”j1 - fnj2 Hz,p,Q = anjl - fnj2 ’|§—1,p,Q + ‘f”jl - fnj2 Is),p,Q
S ||fnj1 - fnj2 ||§—1,p,Q + ||fnj1 - fnj2 ||§,p,Q
(A.39) 1 1 \? (4.40) o
< ||fnj1 - f% ||§—l,p,Q + <_ + —) — 0 (ji1,J2 — o0).
Ty T,

Also konvergiert (fy;)jen in W*P(Q) gegen fo € W*P(Q2). Im C*(£2)-Fall erhalten wir

ebenfalls eine in C*()) konvergente Teilfolge. Allerdings folgt zunéchst aus Lemma

A.13 nur die Existenz einer Teilfolge (fy,)jen C C*(€2), die auf einem Kompaktum
Qy C Q eine gleichmiBige Cauchy-Folge beziiglich C*~1(€y) ist (vgl. (A.40)). Wihlen
wir € wie in (A.32), so ergibt sich aber auch jetzt:

(A.33)
||f”j1 - fnj2 ||s,§ < C[an]l - fnj2 ||s—1,§0 + ‘f”jl - fnjg‘s,ﬁ}
< C[angl - fnj2 ||s—1,ﬁo + ||fnj1 - fnj2 ||s,§:|‘

Also (vgl. (A.39)) ist (fn,)jen eine Cauchy-Folge in C*(Q). Den verbleibenden Beweis
fithren wir wieder nur fiir den LP-Fall: Da

[ folls.p.0 < 1fo = Fusllsp + 1 fasllsp.0

(A.36),(A.39) 1 ,
< Cllfo— fuyllepat o =0 (=),
J

gilt

[ follsp.0 = 0. (A.41)
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Insbesondere ist damit |fy|s,o = 0. Fir die zusammenhéngenden Mengen G, (1 <
J < Np) existiert somit ein Polynom P;fy € P,_1(G;), so daB || fo — P;follspc; = 0
ist (vgl. [81, S.60], [58, S.104], [9, S.91ff]). Damit ist aber fo € P._;(€2). Wegen (A.41)
ist auflerdem f7(fo) = 0 fiir 1 < j < N, und da die Funktionale fj* eine Basis von
(PL_1(2), ]| [|sp0)* bilden, ist fo = 0in W*P(§2). Andererseits ist aber im Widerspruch

dazu (A3
} .38
[follop = i o llep 271

Somit ist also auch (A.37) bewiesen. n

Folgerung A.17 (vgl. [7, 8]) Sei  C R™ eine beschrinkte, offene Menge, die die
Kegelbedingung erfillt. Auferdem seien s € N und 1 < p < co. Dann ezistiert eine
Konstante C, so daf fiir jedes f € W*P(Q) gilt:

eind o If = gllspe < Clflspe (A-42)

Entsprechend gilt fir Funktionen f € C*(Q):
inf@ If = gllsa < Clflsa- (A.43)

9P,
Beweis Wir zeigen (A.42), entsprechend folgt (A.43). Seien ff,..., f wie in Lemma
A.16. Dann existiert zu f € W*P(§2) (genau) ein stiickweises Polynom Pf € P._,(Q)
mit f7(Pf) = f;(f) fiir alle 1 < j < N, denn die f; bilden eine Basis von (P;_,(€2),
|- [[sp0) Sei {p; : 1 < j < N} die zu {f;} duale Basis in P, ,(Q), so ist Pf =
Z;V:l f;(f)pj. Damit haben wir:

inf
i

Lemma A.16 ~
Q) Hf - g”S,pﬂ < Hf - Pf”&pﬂ < OHf - Pf”s,p,ﬂ

(A.34)

= C‘f - Pf‘s,p,ﬂ = C‘f|57p79'
]

Ist  zusiitzlich zusammenhiingend, so ist P, () = P,_1(Q) und P._,(Q) = P,_1(Q),
da es nur eine Zusammenhangskomponente gibt (vgl. Lemma A.15). Insbesondere folgt

damit Satz 3.18. Mit Folgerung A.17 erreichen wir auch den gewiinschten Ubergang
von K zu K:

Folgerung A.18 Seien 2 C R™ eine beschrinkte, offene Menge, die die Kegelbe-

dingung erfillt, r,s € N, 1 < p < oo. Dann sind K- und K-Funktional dquivalent,

d.h., es existiert eine von 6 und f unabhdngige Konstante C, so daf$ fiir jedes 6 > 0,

feWsP(Q) bzw. f e C*(Q) gilt:
K0, f,s,7+ s; LP(Q)) K(6, f,s,7+ s, LF(Q))

CK(, f,s,r+ s; LP()), (A.44)

K6, f,s,7+5C(Q))

CK (0, f,s,7+ 5,C(Q)). (A.45)

K, f,s,7+5,C(Q))

VAN VAN VAN VAN
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Beweis Die Aquivalenz (A.45) folgt analog zu (A.44), so daB wir uns wieder auf
diesen Fall beschrinken. Wegen |f|sp0 < ||fllspa ist die erste Ungleichung trivial.

Wir schlielen fiir beliebiges g € W"*P(Q) und v € P,_,(Q) C W"tP(Q):
F(da fa S, T + S5 LP(Q)) < ||f —g9— UHS,P,Q + 6|g + U|T+S7p79

= |If =9 —vllspo +6lglrrspeo.
Ubergang zum Infimum beziiglich v € P/_,(Q) ergibt:

F(éa f7 57T+S;LP(Q)) < inf ||f -9 UHS,P,Q +5|g|r+57p,ﬂ
veEP!_,(Q)

(A.42)
S C|f _g|s,p,Q+5|g|r+s,p,Q-
<

max{1,C}[If = glope + 8lglsspal

Der Ubergang zum Infimum iiber g € W"5P(Q) auf der rechten Seite liefert die Be-
hauptung. [

Fiir s = 0 stimmen die Definitionen der K- und K- Funktionale iiberein, so daf§ dieser
Fall nicht extra berticksichtigt werden mu#f.

In [11, S.101] und [67, Kapitel A.4] wird eine entsprechende Aussage, motiviert durch
Fehr [46, S.100], mittels geeigneter Taylor-Entwicklungen bewiesen. Dieser Ansatz 148t
sich nur bei der Supremum-Norm durchfiihren. Fiir LP-Raume wéren die Entwicklungen
entsprechend zu mitteln (vgl. [9, S.91ff]), so dal das Argument von Fehr nicht mehr
funktioniert.

A.5 Beweis des Satzes

Beweis zu Satz A.1 Die linken Ungleichungen wurden bereits in Lemma A.2 gezeigt.
Fiir die rechten betrachten wir wieder nur den LP-Fall, da fiir die sup-Norm wieder
alles analog gilt. Sei f € W*P(Q). Dann existiert nach (2.4) zu £ > 0 eine Funktion
fe € C*(Q)NW=P(Q) mit [|f — fellspo <e.

Nun folgt aus Lemma A.12 in den dortigen Bezeichnungen (vgl. Lemma A.6):

K", fey 8,7+ 51 L7(Q))

< C (Z K07, fey s, + s, LP(Q; NQ)) + K (07, fey 8,7+ 8; L*”(QQ)) . (A.46)
j=1
Wir setzen jetzt Q; = (Q,;NQ)+cone(n;,v;, pj/2). Da jeder dieser hinzuaddierten Kegel
(mit Daten aus Lemma A.6) selbst der Kegelbedingung mit einem Kegel cone(n;, ¥, #;),
i <, pj < pj/2, geniigt, erfiillt auch die offene Menge Qj die Kegelbedingung mit
diesem Kegel cone(n;,7;, pj). AuBlerdem ist (vgl. Lemma A.6b))

Q; + cone(n;,vj,p;/2) = (Q;NQ) + cone(n;,v;, p;/2) + cone(n;, v, pj/2)
= (Q; N Q) + cone(n;,;, p;) C . (A.47)
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Entsprechend gehen wir von €, zur Menge € := Q. +cone(n, v, p/2) iiber, wobei 7 und
~ frei wéhlbar sind, fiir den Radius aber p < kg — k gelte (vgl. Lemma A.6¢)). Damit
erfiillt also auch Q die Kegelbedingung und Q + cone(n, v, p/2) C Q. Wir erhalten
zundchst mit Folgerung A.18:

K(6", f., 8,7+ 5, LF(Q))
(A.46) no_ - _ ~
< O <Z K", fo,s,7+ 5, LP(Q;)) + K(0", fey 5,7+ s; LP(Q)))

J=1

(A.44) n - ~
< Cy <Z K((ST” fer 8,7+ 8; LP(QJ')) + K((Sra Jer 8,7+ 85 LP(Q))) .

j=1
Damit liefert Lemma A.4 (beachte (A.47)):

K67, for 8,7 4 5, LP(Q)) < Cw®)(6, £, LP(Q)). (A.48)
SchlieBlich haben wir also

K", f.s,r+ s LP(Q)) inf : (S = fellspo + 1fe = gllsp + 0"19lrrsp.0)

gEWT+s(Q

K7, fors,r+ 8 LP(Q) + ¢

=

Crw (5, f-, LP(Q)) + ¢

Cy (W0, f, LP(Q) + w(6, f- — [, LP(Q))) + ¢
Cy (W6, £, LP(Q)) + Col fe — flopa) +¢
C1w(8, f, LP(Q)) + Cse.

A A IA A A IA

Da ¢ > 0 beliebig gewahlt war, ist der Satz bewiesen. [



Anhang B

Eine Anfangs-Randwertaufgabe

Bisher haben wir in dieser Arbeit nur Randwertprobleme betrachtet. Aber auch fiir pa-
rabolische Differentialgleichungen, die als Anfangs-Randwertaufgaben formuliert sind,
gibt es verschiedene Diskretisierungen, die auf der Finite-Elemente-Methode beruhen
(siehe z.B. [91]). Dabei ist es allerdings iiblich, das Finite-Elemente-Verfahren mit Dif-
ferenzenverfahren zu kombinieren.

Wir diskutieren hier die Warmeleitungsgleichung in einer abstrakten, schwachen For-
mulierung und diskretisieren zunéchst nur die Ableitung nach der Zeit durch eine
Riickwértsdifferenz. Das daraus resultierende Rothe-Verfahren (Semi-Diskretisierung)
wird z.B. ausfiihrlich in [75] untersucht (vgl. [50, S.330]). Nach dem Beweis einer Feh-
lerschranke gegen einen 7-Modul zeigen wir hier deren Schérfe im Sinne von Gegenbei-
spielen. Dabei werden die zu Differenzenverfahren entwickelten Methoden eingesetzt
(vgl. [44]). Danach betrachten wir eine Diskretisierung, bei der beziiglich der Ortsva-
riablen ein Finite-Elemente-Ansatz durchgefiihrt wird, wiahrend beziiglich der Zeitva-
riablen weiterhin Differenzen gebildet werden. Die Regularitdtsvoraussetzungen an die
Losungen der Differentialgleichungen, insbesondere was Ableitungen nach der Zeitva-
riablen beim Zeitpunkt ¢ = 0 betrifft, sind dabei allerdings recht stark, so dafl die hier
angefithrten Betrachtungen nicht abschlielend sein kénnen.

Wir beginnen mit einigen Definitionen und Bezeichnungen. Seien im folgenden H und V/
reelle Hilbert-Réume mit den Skalarprodukten (-, )y und (-, )y, so da8 V' Cg H (ohne
Einschrankung gelte ||ullg < ||ullyv, v € V). AuBerdem sei a(-,-) eine V-elliptische,
beschrénkte und symmetrische Bilinearform. Fiir einen Banach-Raum X sei (s € N,
[a,b] C R)

C*([a,b], X) := {u: [a,b] — X : u ist s-mal stark stetig differenzierbar}

(C((a,8], X) = C°([a,b], X)) mit Norm [[ullcs(iasx) = Wrefa |50 U (®)]x].
Dabei entspricht der hier verwendete Differenzierbarkeitsbegriff den tiblichen Ableitun-

gen reellwertiger Funktionen, wenn der Betrag durch die Norm des Raums X ersetzt

177
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wird: lim
t—to

t) —u(t
w —u'(tg) H = 0. Entsprechend sind Riemann-Integrale iiber X-
1 .

wertige Funktionen definiert, und es gelten die {iblichen Rechenregeln und insbesondere
die Fundamentalsitze (siehe [66, S.298]), also z.B. fiir u € C*([a, ], X):

/b o' (t)dt = u(b) — u(a) € X.

Die Rédume C*([a, b, X) sind Banach-Réume. Das 148t sich leicht nachrechnen, da X
ein Banach-Raum ist. Fiir die angestrebten Fehlerschranken bendtigen wir einen 7-
Modul (vgl. [85, S.7]) fiir X-wertige Funktionen. Zu r» € N und ¢ > 0 sei

7, (0, u, C(la, b, X)) ::/ [sup{HA’;u(y)HX cy,y+rv €t —0,t+ 48] Nla,b)}|dt.

Man beachte, da8 fiir Funktionen u € C([a, b}, X') auch der Integrand stetig und damit
das reell-wertige Riemann-Integral erklért ist.

Ausgangspunkt ist das folgende schwache Problem (vgl. [50, S.295]): Sei T' > 0. Gesucht
ist eine Losung u € C([0,T],V) N CY([0,T), H) der Aufgabe
(ue(t),v)g +a(u(t),v) = (f(t),v)g VYVveV,te|0,T] (B.1)
u(0) = vy,
mit der Inhomogenitét f : [0,7] — H und dem Anfangswert vy € V. Dabei schrei-

ben wir u, statt u' fiir die erste (starke) Ableitung (nach der Zeitvariablen t) und
entsprechend wuy, fiir die zweite.

Fiir Losbarkeitsfragen verweisen wir auf [61, Kapitel 2] und [75, Kapitel 11].

B.1 Eine Semi-Diskretisierung

Wir ersetzen nun die Zeitableitung durch eine Riickwértsdifferenz. Dazu definieren wir
fiir die Schrittweite k£ > 0 die dquidistante Zerlegung 7y, := {0, k, 2k, 3k, ...} N[0, 7] und
benutzen die Notation du(t) := (u(t) —u(t—k))/k. Nun ist eine Funktion uy, : Z, — V.
gesucht, so daf3
(Opug(t),v) g + alur(t),v) = (ft),v)y YveV,0<te Z, (B.2)
up(0) = .

Es folgt sofort die eindeutige Existenz der Losung uy, denn diese berechnet sich suk-
zessive vermoge

(ur(t),v) g + ka(ug(t),v) = (ux(t —k),v)g +k(f(t),v)g Vv eV, 0<te Z,

und mit

¢ (0) = (u(t = k) + Ef (), 0)u,
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a(v,w) = (v,w)y + ka(v,w)
t—k)

ergibt sich wuy(t) aus ug( als Losung von

a(ug(t),v) = ff(v) VoeV. (B.3)

Da mit a aber auch a eine symmetrische, koerzive und beschréinkte Bilinearform ist,
folgt die eindeutige Existenz einer Losung von (B.3) mit dem Satz von Riesz oder dem
Lemma von Lax und Milgram (Satz 2.35). Wir bemerken noch, daf§ wir die Inhomoge-
nitét (f(¢),-)g durch ein beliebiges beschranktes Funktional iiber V' ersetzen konnen,
ohne dafl die eindeutige Losbarkeit verlorengeht.

Durch [75, S.237ff] motiviert wird nun eine a-priori Abschétzung fiir den Fehler u — wy,
hergeleitet.

Satz B.1 Seiu e C([0,T],V)NCY([0,T), H) eine Lisung der Aufgabe (B.1), und sei
up Losung der zugehdorigen halbdiskreten Aufgabe (B.2). Dann gilt fir jedes k > 0:

max ||u(t) — ugp(t)||lg = max |u(jk) — up(jk)||g < 1k, u, C([0,T], H)). (B.4)

teZ), 0<j<T/k

Wegen der (gleichmdfigen) Stetigkeit von u, ist also klngl max ||u(t) — ur(t)|| g = 0.
—0+ t€

Beweis Wir setzen fiir 0 < j < T/k
e(jk) = ug(jk) — u(jk)
und erhalten damit fiir j > 1
1, o
CleGRE = 7 (eGR) (k)

(c). k) = (G = V) + 7 (elib. (G~ 1B (B5)

El Nl

und weiterhin

% (e(jk), e(jk) —e((j — 1)’f)>H

(R, uxih) = w(G = D)) | = 7 (e), ) = ullG = 1))

k
B2 (elh), FGR)) — alelh), ua(ih) — 7 (c(h), u(k) — (G~ DB))
= —c(jk)
(elik). £GK)) | = ale(ik), u(ik) + ale(ik). (k) — un(ik)) -

<0 (a Eoerziv)
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20 (e),w(R)) |~ 1 (k) uik) = ul((G ~ 1))
= (e ), ug(jk) 8tu(jk)>H

H

< leGm)lullue(ik) — du(ik)l| -
Das in (B.5) eingesetzt ergibt
HleR) I < lleGRlln(%) — Fu(iR) s + 7 heiR) lle( G — 1R

le(iR) i < kllue(ik) — Owu(ik) |l + lle((F — k) |-
Wegen uy(0) = u(0) = v ist e(0) = 0, und damit folgt durch Iteration fur jk < T

leGik)|le < k}jmwk — Qpu(lk)||

=1

1 Ik
wllk) ~ /@ oL

-k H

< §jﬁ Jue1k) — (1)

< Z/Q_l)k [sup{llud(ty) = w(ta) |l <t ta € [t = Kyt 4+ K] 0 [0, 7]}t
= /0 [sup{llu(ts) — (i)l 11,2 € [# = bt 4+ K] 1 [0, 7]} ]

= 7(ku, C(0,T), H)). (B.6)

Wihlt man statt einer Riickwértsdifferenz eine Crank-Nicolson-Diskretisierung (vgl.
[91, S.14]), so l&Bt sich der Fehler gegen den Modul 75 (k, u;, C([0, 7], H)) in dhnlicher
Weise abschétzen, so dafi die Ordnung k? erzielt werden kann (vgl. auch [42]).

Die Schéarfe von Satz B.1 148t sich wieder mit dem quantitativen Resonanzprinzip
Satz 2.30 zeigen. Dabei stellen wir den Fehler iiber diskrete Green-Typ-Funktionen
dar, was sich insbesondere auch im Fall w(d) = § auszahlt. Wir beginnen mit einigen
Hilfsaussagen. Zunéchst existiert zu a(-,-) eine Eigenfunktion W € V| ¥ # 0, zu einem
(reellen) positiven Eigenwert A > 0, d.h.,

a(U,v) = \(T,0)  VYveV. (B.7)

Da die Bilinearform a(-,-) beschriankt und koerziv ist, wird ndmlich durch ||ul|, =
a(u,u)'? eine zu ||-||y dquivalente Norm auf V festgelegt, und (V, a(-, -)) ist ein Hilbert-
Raum. Zu f € Vist f*(-) == (f,)g € (V, (-, )v)* = (V,a(-,-))*, so daB nach dem
Darstellungssatz von Riesz (bzw. Satz 2.35) {iber

a(Tf,v)=(f,o)g VfveV



B.1. Eine Semi-Diskretisierung 181

ein linearer Operator T': V' — V definiert ist. Er ist beschrinkt, da (f,v € V)

ITfle =aTf,Tf) = (£, THu < IAlalTfle < 1 IVITflv < ClATflla

selbstadjungiert, da

G,(Tf, 'U) = (.fa U)H = ('Uv f)H = a(T'Uv f) = a(f> TU),
und positiv definit, da

o(TF, ) = (f. Fu = 1 £13 2 0.

Erweitert man V' in kanonischer Weise zu einem komplexen Hilbert-Raum und setzt T
entsprechend fort, so besitzt T" dann nur positive, reelle Eigenwerte, und das Spektrum
ist nichtleer (siehe [66, S.225]). Daraus folgt auch die Existenz der Eigenfunktion W fiir
den reellen Raum V mit TW = A~ also

a(V,v) = Xa(TV,v) = A(V,v)gy VveV.

Lemma B.2 Sei U € V die Eigenfunktion zum Eigenwert X aus (B.7). Weiter sei*
u(t) = g(t)¥, g € C'0,T). Dazu sei uy die zugehérige diskrete Lisung von (B.2).
Dann gilt fir allev € V:

a) Firt e [0,T] ist
(ue(t), v)m + alu(t),v) = [¢'(t) + Ag(D](¥, v)a. (B.8)

b) Auch uy hat Produktgestalt uy(t) = gp(t)V mit (jk € Zy)

1
1+ Mk

9u(G%) = 757 (Mo GR) + AgUR)] + ge((G = DR, 9u(0) = 9(0). (BY)

c) Fir jede Funktion wg(t) = gp(t)V : Zy, — V gilt (7 >0, jk € Z})
(Bywi(jk), v) i + a(wp(Gk),v) = ,G:(jk) (U, v)yg Yv eV, (B.10)

wobet wir die abkiirzende Schreibweise

g(t) —g(t — k)

i9(t) = Drg(t) + Ag(t) = + Ag(t) (B.11)

benutzen.

'Dann ist u Losung der Aufgabe (B.7) mit der in Lemma B.2a) angegebenen Inhomogenitiit.
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Beweis zu a)

(ue(t), v)ar + alu(t), v) = ¢'(6) (W, 0) i + g(8)a(®, v) “E [g/() + Ag(O))(V, v) .

zu c) Wir setzen wy, in die linke Seite von (B.2) ein und erhalten analog zu a) die

Beziehung (B.10).
zu b) Wir zeigen, dafl die zu wug(t) := gx(t)¥ definierte Funktion tatséchlich auch
Losung von (B.2) ist. Durch (B.9) ist g; eindeutig festgelegt, und es gilt (j € N)

(14 Ak)gi(Gk) — g9e((G — 1)k) = klg'(jk) + Ag(GF)],

also
Oigx(jk) = Orgi(ik) + Agr(jk) = g'(jk) + Ag(jk). (B.12)
Damit folgt fiir allev € V, j € N, jk € Z:

FGR), 0 n E k), o) + alu(k), v) E [0 (k) + AgGR)(T, v) i

Y2 0GR, )i 2 @ru(K), )+ alus(K), v).

Da auch u(0) = gx(0)¥ = ¢g(0)¥ = u(0) = vy, ist das unter b) definierte u; Losung von
(B.2). Wir erinnern uns noch an die eindeutige Losbarkeit von (B.2), um den Beweis
zu beenden. ]

Als néchstes definieren wir ein Analogon zur diskreten Green-Funktion bei Differen-
zenverfahren (vgl. (4.91)). Fiir ¥ aus (B.7) sei Gi(t1,t2) : Zr x (Zx\{0}) — V definiert
als bei festem t5 eindeutige Losung der Aufgabe

(\II,U)H, t= tg

VoeV,0<te Z,
0, sonst

(B0 0 + (Gt 0) =

Gr(0,t3) = 0.

(B.13)

Existenz und Eindeutigkeit der eben definierten Funktion folgen wieder wie fiir die

Losung des Problems (B.2), wobei der Satz von Riesz sukzessive angewendet wird.
Dieses Vorgehen liefert auch

Gult, jk) =0 Vjk>t, jke Z,\ {0}, t € Z.

Lemma B.3 (vgl. (4.93)) Sei wi(t) = gp(t)V, wy : Z — V, w(0) =0 (d.h. gx(0) =
0) mit ¥ und \ wie in (B.7). Dann besitzt wy die Darstellung

wi(t) = Y Gilt.jk)Owgr(GR)] = Y Gi(t.jk)[Gigr(Gk) + Age(jk)].  (B.14)

JENjE<t JEN,jE<t

Beweis Wir bezeichnen die rechte Seite von (B.14) mit r(¢). Setzen wir sowohl wy(t)
als auch r(t) in die linke Seite von (B.2) ein, so erhalten wir Gleichheit:

@ (), )i + alr(t),v) = Hgu(t) (W, )

(B.10) (Qrwi(t), v)u + a(wi(t),v) Vv € V,0 <t € Z.
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Auflerdem ist (0) = 0 = w(0), so da die Behauptung aus der eindeutigen Losbarkeit
der Aufgabe (B.2) (bei Verwendung allgemeinerer Inhomogenitéiten, vgl. Bemerkung
vor Satz B.1) folgt. n

Damit erhalten wir ein Analogon zu der fiir Schérfeuntersuchungen bei Differenzenver-
fahren in [42, 44] benutzten Fehlerdarstellung.

Lemma B.4 Seien UV, u, ug, g und g, wie in Lemma B.2. Dann hat der Fehler u — uy,
die Darstellung (t € Zy,)

u(t) —u(t) = > Gilt,jk)[Dg(ik) — g (jk)]. (B.15)

JEN,jR<t

Beweis Zunichst ist u(0) — ux(0) = 0, so dafl Lemma B.3 anwendbar ist (¢ € Zy):

(B.14) N A
u(t) —up(t) = Z Gi(t, 7k)[0rg (k) — Orgr(ik)]
JEN k<t
(B.12) N ' :
=7 > Gilt, k) [0g(ik) — g'(jk) — Ag(jk)]
jENjk<t
(B.11) N ‘
= > Gilt, jk)[Dg(ik) — (k).
JENjk<t
n
Als letzte Vorbereitung dient schliefilich noch:
Lemma B.5 Es ist
: : S
klir(r)lJrl;IElzZmi( | Z Gi(t, jk) > ¢>0. (B.16)
JENjELt H
Beweis Wir wihlen in Lemma B.2 speziell g(t) := £[1 — exp(—At)]. Dann ist g(0) = 0

und somit auch u(0) = ugx(0) = 0. AuBerdem ist ¢'(t) + Ag(t) = 1. Wegen (B.12) und
(B.14) besitzt uy die Form

u(t) = > Glt, jk). (B.17)

JEN, k<t
Satz B.1 impliziert
Jim. max [[u(t) — up(t)]l g =0 (B.18)

und damit

. . (B.17)

J | 30 Galt ) T i g ()l
JENjELt H
(B.18) B i _ B
=t wax u(t) 1 = lullcqom = 51— esp(-AD)] ¥l = ¢ > 0.
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Satz B.6 Zu jedem abstrakten Stetigkeitsmodul w existiert ein Gegenbeispiel u,, €
c([0,T],V) c C([0,T],V)n CY[0,T], H), das Lisung einer Aufgabe (B.1) ist, so
daff (6 — 0+, k — 0+)
710, (u)r, C([0,T], H)) = O(w(9))
max [|uy,(t) — (uo )k ()| # olw(k)).
.

Beweis Ist w(d) = §, so withlen wir konkret das Gegenbeispiel u,(t) = t*¥, wobei
U e V wie in (B.7) gew&hlt ist. Wir konnen Lemma B.4 anwenden (t € Zy):

wl) = () = 3 Gitegn) (LEELZUR )

k
JEN,jh<t

= —k Y Gkt jk).

JEN,jk<t

In Verbindung mit Lemma B.5 folgt damit die gewiinschte Schéarfeaussage

max ||uw(t) — (ue)k(t)|| g # o(k),

teZy
wahrend der Nachweis der Ordnung des 7-Moduls trivial ist.

Ist lims 04+ w(d)/0 = 00, so benutzen wir Satz 2.30 mit den Setzungen (k = 1/n)
X=C0,1], |I-llx=1"llpr, @n=1n=k o(d)=4
Ss9 = 71(0,9'0, C([0,T), ), Tng = max|l(g®)(t) = (90Ol (g € C0,T]),
k. t
gn(t) = 5, sin (2%2) :

Zunéchst sind T,,, S5 € (C'[0,T])~, da nach Satz B.1 gilt T,,g < S1/,9 und Ssg <
2T || ]| g]]1,00,77- AuBerdem ist die Bedingung (2.27) erfiillt:

k
gnll1,j0,71 < o +1=0(1) (n— oo, d.h. k— 0+). (B.19)
Fiir die Jackson-Bernstein-Typ-Bedingung (2.28) gilt einerseits

(B.19)
Ssgn < 2T V| u|gnllr oy < C

und andererseits

- LR
S {sup{

§
< T||\If||H25— =Cr=C

n)u(y) Vdy tl,t2e[t—5,t+5]m[o,T]H dt

——sm %) dy‘ :tl,tQE[t—5,t+5]ﬂ[O,T]H dt
0(5)
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Es bleibt die Resonanzbedingung (2.29) zu iiberpriifen:

Tagn = maxl(gn¥)(t) = (920)(t)l|
(B.15) =k Jk gk
= max | Z Gr(t, jk) |0, <% sin <27r?)> — Cos (27‘('?)]
JEN,jE<t - H
= max > Gilt, jk)
jEN, jk<t H

Damit folgt schliefflich

(B.16)
> ¢>0.

JEN,jh<t

limsup 7,9, = lim max
n—oo k)—>0+ tEZk

H

Satz 2.30 liefert also ein Gegenbeispiel g, € C[0,T], so daB u,, = g,V die Aussagen
des Satzes erfiillt. Aulerdem beachte man im Hinblick auf (B.8), dal zu u,, tatsichlich
eine Inhomogenitéit der Form (f,,(t), )y gehort. ]

B.2 Eine volle Diskretisierung

Die Aufgabe (B.1) wird nun vollsténdig diskretisiert, indem das Rothe-Verfahren (B.2)
auf endlich-dimensionalen Ansatzfunktionenrdumen {V}, : h € (0,1]} C V angewendet
wird (vgl. [50, S.316], [91, S.12]). Dies fiihrt zu der Aufgabe: Gesucht ist eine Funktion
Uk,h - Zk — Vh, so daf3

(@uhh(t),v)]{ —+ a(uk,h(t),v) = (f(t),’U)H Yove Vh, 0<teZz, (B20)
a(ukp(0),v) = a(vy,v) Vv e V.

Unter Benutzung der Ritz-Projektion P, (siehe (2.57)) lait sich die Anfangsbedin-
gung auch schreiben als uy,(0) = P,vo. Auch diese Aufgabe ist eindeutig losbar, da
sich die Argumentation iiber den Darstellungssatz von Riesz zur Aufgabe (B.2) hier
ebenfalls anwenden l48t, indem V' durch den Hilbert-Raum V), ersetzt wird. Die Feh-
lerabschétzung muf nun den zusétzlichen Approximationsfehler beim Ubergang von V
zu V}, beriicksichtigen.

Satz B.7 (vgl. [91, S.12]) Sei w € C'([0,T],V) eine Lisung der Aufgabe (B.1), und
sei ugp, Losung der zugehorigen diskreten Aufgabe (B.20). Dann gilt fir jedes k > 0
und h € (0,1]:

max w(t) — wen ()| o

< Tl(k,ut,C([O,T],H))+2/O e (t) — Po(ue(6) ||t + |[vo — Pavollar. (B.21)
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Beweis Der Beweis verlauft parallel zum Beweis von Satz B.1, allerdings wird die
exakte Losung u durch ihre Ritz-Projektion P,u ersetzt:

uk,h(t) — u(t) = [uk,h(t) — Phu(t)] + [Phu(t) - u(t)] =: 61(t> + 62(t>.

Wir setzen e (t) in die linke Seite von (B.20) ein (v € Vj,, 0 <t € Zj):

(Eel(t) v) + ale(t),v)
Bytson(t) v) + alupp(t), v) — (@Phu(t),u)H — a(Pyult),v)

() ) (@Phu() ) — a(Pyu(t),v)

H

(@
(
(ut , ) alu(t), v) — (aphu(t),v)H—a(Phu(t),v)
=
(1t

(B.20)

wy(t ,v) (@P;m(t) )H
uy(t) — Oyu(t) )H + <5t[u(t) — Pyu(t)], U)H
- (ut(t) — Bou(t) — Drea(t), v)

n
Damit erhalten wir fiir? v = e, (t) € V},

1

: (61(t) —ei(t— k), el(t))

7 = (@a). el(t))H

= (w0 =Bu(t) = Des(),1(1)) | = aler(t), x(t))

>0

H

< (w(®) = Bult) = Tealt), ex(1))

so daf3

Hlea®ls = 7 (eatt = k) x(0) 4+ (welt) = Boult) — Beealt), ea(t))

H

lex )z < llex(t = &)l + Kllu(t) — dpu(®) |l + kl|Dpea(t) -
Fir j € N, jk € Z, ergibt sich:

leaGRle < [len(O)la +kZI|ut (1k) = Opu(lk) HH+7€ZH@62 ) (B.22)
——

=1
=||lug,n(0)=Prvoll g =0

Wie im Beweis zu Satz B.1 (siehe (B.6)) ist

kz g (Ik) — pu(lk)|| g < 71 (k,up, C([0,T), H)). (B.23)

2Die Ritz-Projektion wird benutzt, damit diese Setzung méglich wird.
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Da P, stetig ist, gilt fiir die Funktion « € C*([0,T],V), daBl (Pyu(t)); = Py (u(t)) und
Py (ui(t)) € C(]0,7],V). Damit ist

lk lk
Peath) = ¢ [ [Pttt = [ 1P

—1)k -1k

e Bealln < [ utt) = Pl(®) . (B.24)
=1 0

Wir haben also fiir den Fehleranteil e; die Abschéatzung

lexGB e e e, C(0,T), H)) + / ot (£) — Paus(£))] sl

bewiesen. Es bleibt e; zu untersuchen:

lea(llz = [[Phu(t) — u@)||z = ' Bru(0) — u(0) +/0 Biu(u(y)) — w(y)dy

H

T
< oo — Prvollus + / luely) — Pa(us(y)lledy.
0

Die einzelnen Anteile der Fehlerschranke sind notwendig;:

e Bei fest gewdhltem Ansatzfunktionenraum Vj, und Anfangswert vy € V), ent-
spricht die Aufgabe (B.20) einer Semi-Diskretisierung (B.2) des Problems (B.1),
falls in (B.1) der Raum V' durch V}, ersetzt wird. Insbesondere ist dann P, die
Identitét. Von der Fehlerschranke (B.21) bleibt nur der 7-Modul, und die Schérfe
dieses Anteils folgt mit Satz B.6. Bei dieser Argumentation benutzen wir, dafl
die Parameter h und k nicht gekoppelt sind und véllig unabhéngig gegen 0 gehen
diirfen. So kénnen wir h festhalten und die Fehlerschranke nur in Abhéngigkeit
von k betrachten.

e Wihlt man u(t) = w bzw. u(t) = tw fir eine Funktion w € V, w & Vj,, h €
(0,1], so bleibt von der Fehlerschranke (B.21) nur noch ||vg — Pyvol|ly = [Jw —
Puw||g bzw. 2 [ |w — Pyw|gdt = 2T|w — Pywl|g. Da der Fehler in diesen
Fallen nicht verschwindet, sind neben dem 7-Modul beide weiteren Terme der
Fehlerabschétzung notig.

Wiéhlt man konkrete Daten fiir die R&ume H, V' und V},, so lassen sich die in Kapitel 3
hergeleiten Fehlerschranken auf vy — P,vg und u(t) — P,u(t) anwenden. Neben der vol-
len Diskretisierung (B.20) und der Semi-Diskretisierung (B.2) gibt es auch Verfahren,
bei denen beziiglich des elliptischen Anteils Finite Elemente benutzt werden, die Zeita-
bleitung aber nicht diskretisiert wird. Dieser Ansatz fiithrt auf ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen. Hier gibt es Fehlerabschiatzungen gegen die Ritz-Projektion
der exakten Losung (vgl. [91, S.5]), die ebenfalls mit den Ergebnissen aus Kapitel 3 zu
intermedidren Fehlerschranken ausgebaut werden kénnen.
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