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des trigonometrischen Polynoms (1) als auch als
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Zusammenfassung
In diesem Bericht wird eine Familie von Fensterfunktionen für die Fourier-Transformation betrachtet, die

zwar schnell abfallende Nebenkeulen (Nebenextrema,
”
side lobes“) haben, aber eine große Energie in der

Nähe der Hauptkeule (
”
main lobe“) aufweisen. Die Fensterfunktionen eignen sich daher für den praktischen

Einsatz auf einem festen Abtastintervall nur bedingt, sie können nah zusammen liegende Frequenzen nicht gut
auflösen. Deshalb wird der vom Hamming-Fenster bekannte Ansatz derÜberlagerung mit einem Rechtfenster
eingesetzt, um die Fenster so zu modifizieren, dass ihre Energie in der Nähe der Hauptkeule reduziert wird.

1 Einleitung

Für die Berechnung einer Fourier-Transformiertenf∧

steht bei praktischen Anwendungen in der Regel nur
ein beschränktes Intervall wie[−1,1] zur Verfügung,
auf dem die zu transformierende Funktionf beobach-
tet werden kann. Außerhalb dieses Intervalls ersetzt
man dann die Funktionswerte vonf durch 0. Dadurch
hat man es aber statt mitf mit der Funktionf ·1[−1,1]

zu tun, wobei die charakteristische Funktion 1[−1,1] de-
finiert ist über

1[−1,1](t) :=











1 : t ∈ [−1,1]

0 : t ∈ R\ [−1,1].

Nach dem Faltungssatz ist die Transformierte von
f ·1[−1,1] das(2π)−1-fache der Faltung vonf∧ mit der
Transformierten von 1[−1,1], welche gleich 2sinc ist,
siehe Abbildung 1. Dabei ist der Sinus-Cardinalis de-
finiert über

sinc(u) =











1 : u = 0

sin(u)
u : u 6= 0.

Es gilt also:

(

f ·1[−1,1]

)∧
(ω) =

1
2π

( f∧ ∗2sinc)(ω)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
f∧(u)2sinc(ω −u)du.

Dies ist eine andere Funktion alsf∧.

Ein entsprechendes Problem hat man bei der Berech-
nung von Fourier-Koeffizienten einer periodischen
Funktion, wenn die Periode nicht bekannt ist. Dann
werden nur Werte eines angenommenen Periodenin-
tervalls betrachtet, so dass eine andere Funktion ana-
lysiert wird, die über dieses Intervall hinaus periodisch
mit der angenommenen Periode fortgesetzt ist. Durch
die Fortsetzung entsteht außerdem in der Regel eine
Sprungstelle, so dass beliebig hohe Frequenzen auf-
treten (Gibbs-Effekt), auch wenn die ursprüngliche
Funktion bandbegrenzt ist, d. h., wenn nur Frequenzen
in einem beschränkten Intervall vorliegen.

Um zu verstehen, wie sich das Verhalten im Frequenz-
bereich beeinflussen lässt, sehen wir uns die Faltung
von f∧ mit 2sinc genauer an: Die Funktionswerte von
f∧ werden mit der Gewichtsfunktion 2sinc gemittelt.
Da sinc(t) eine

”
Hauptkeule“ beit = 0 hat (siehe Ab-

bildung 1), entsteht eine Näherung vonf∧(ω). Durch
die Nebenkeulen gehen aber auch noch Funktionswer-
te von f∧ ein, die zu weit vonω entfernten Argu-
menten gehören. Die Abweichung vonf∧ wird klei-
ner, wenn die Hauptkeule schmaler (und höher) wäre
und die Amplituden und die Energien der Nebenkeu-
len kleiner wären. Dabei ist die Energie einer Neben-
keule definiert als das Integral über das Quadrat der
Nebenkeule.

Optimal wäre die Delta-Distribution, die das neutra-
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Abbildung 1: Links: Fensterfunktion 1[−1,1], mitte: Transformierte 2sinc(ω), rechts: Logarithmus der quadrierten
Transformierten

le Element der Faltung ist. An dieser Stelle setzen
Fensterfunktionen an (vgl. z. B. [5, Kap. 6.4.10]): Statt
die Funktion f mit 1[−1,1] zu multiplizieren, wird sie
mit einer Fensterfunktiong multipliziert, die ebenfalls
außerhalb des Intervalls[−1,1] null ist. Entsprechend
wird f∧ mit g∧ gefaltet, so dass durch Wahl vong die
Höhe der Haupt- und Nebenkeulen zumindest in ge-
wissen Grenzen zu beeinflussen ist.

Fensterfunktionen werden auch bei der Analyse peri-
odischer Funktionen unbekannter Periode eingesetzt,
um die oben erwähnten Sprungstellen an den In-
tervallrändern zu verhindern. Hier ist dann die Fal-
tung der Fourier-Koeffizienten der periodischen Funk-
tion mit denen der Fensterfunktion zu betrachten.
Wir konzentrieren uns hier aber auf die Fourier-
Transformation nicht-periodischer Funktionen mittels
Fensterfunktionen.

Bei der Wahl einer geeigneten Fensterfunktion müssen
zwei sich widerstrebende Ziele in Einklang gebracht
werden:

• Die ersten Nebenkeulen (nahe bei 0) sollen eine
kleine Amplitude bzw. eine kleine Energie haben.
Dadurch werden nah zusammen liegende Fre-
quenzen bei der Faltung gut unterschieden. Diese
Eigenschaft weist das Rechteckfenster 1[−1,1](t)
auf.

• Die Amplituden (bzw. die Energie) der weiteren
Nebenkeulen soll fürω →±∞ möglichst schnell
gegen null abfallen. So kann es durch die Fal-
tung keine Verschmierung mit weit entfernten
Frequenzen geben. Diese Eigenschaft ist in unter-
schiedlicher Ausprägung für die Fenster aus [4]
erfüllt.

Wir übertragen in diesem Papier den vom Hamming-
Fenster bekannten Ansatz durch Bilden einer Line-
arkombination des Rechteckfensters mit Fensterfunk-
tionen aus [4], von denen eine zuvor in [3] beschrie-
ben ist. Das Resultat ist für die Anwendung bei einem
festen Abtastintervall besser geeignet als die Fenster
aus [4]. Außerdem besitzt es eine vergleichsweise ein-
fache Darstellung im Zeit- und Frequenzbereich. Al-
lerdings gibt es Fenster, die ein besseres und sogar
bestmögliches Verhältnis der Energie der Hauptkeu-
le im Vergleich zu Nebenkeulen aufweisen, siehe [1]
und die dort zitierte Literatur. Diese entstehen durch
eine Konstruktion im Frequenzbereich. Im Zeitbereich
wird mit der diskreten Rücktransformierten gerechnet.
In der Praxis begnügt man sich allerdings häufig mit
dem Hamming-Fenster, das auch im Zeitbereich ein-
fach explizit anzugeben ist. Das Hamming-Fenster wie
auch die Fenster aus [4] sind Vertreter der Kosinus-
Summen-Fenster, deren Adaption und Optimierung in
der Literatur ausführlich behandelt wird, vgl. [6] und
[2]. In diesem Papier werden jedoch speziell die Fens-
ter aus [4] mit sehr einfachen Mitteln für ein festes
Abtastintervall angepasst.

2 Betrachtete Fensterfunktionen

In [4] wird für jeden ungeraden Parameterm ∈ N eine
Fensterfunktion

gm(t) :=











∑m
k=0 ak cos(πkt) : −1≤ t ≤ 1

0 : |t| > 1,
(1)

2
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Abbildung 2: Links: Fensterfunktiongm, mitte: Transformierteg∧m, rechts: Logarithmus der quadrierten Transformier-
ten, erste Zeile:m = 3, zweite Zeile:m = 5, dritte Zeile:m = 7

mit Fourier-Transformierter

g∧m(ω) =

m
∑

k=0

ak [sinc(kπ + ω)+sinc(kπ −ω)]

eingeführt, wobei die Koeffizientena0, a1, . . . , am ein-
deutig durchm +1 Gleichungen bestimmt sind:

m
∑

k=0

(−1)kak = 0,
m

∑

k=0

ak = 1,

m
∑

k=0

(−1)kk2 jak = 0 für j mit 1≤ j ≤
m−1

2
,

m
∑

k=0

k2 jak = 0 für j mit 1≤ j ≤
m−1

2
.

Konkret ergeben sich die Koeffizienten aus Tabelle 1.
Die zugehörigen Funktionen und Transformierten sind
in Abbildung 2 dargestellt. Deutlich ist an der logarith-
mischen Darstellung in der dritten Spalte zu erkennen,
dass die Amplituden der Nebenkeulen im Vergleich zu
anderen Fensterfunktionen schnell abfallen, aber die
ersten Nebenkeulen vergleichsweise hoch sind. Die
ersten Nebenkeulen spielen für die Anwendung in [4]
keine Rolle, da dort das Verhalten für Abtastinterval-
le [−R,R] bei R → ∞ untersucht wird und sich dabei
die Transformierte der Fensterfunktion um den Null-
punkt zusammenzieht. Bei festem Antastintervall wir-
ken sich aber auch die ersten Nebenkeulen aus.

3 Hamming-Ansatz

Das Hamming-Fenster (siehe Abbildung 3)

gH(t) :=











0,54+0,46cos(πt) : −1≤ t ≤ 1

0 : |t| > 1

=











0,08+0,92cos2
(π

2 t
)

: −1≤ t ≤ 1

0 : |t| > 1

entsteht aus dem cos2- bzw. von Hann-Fenster

gC(t) :=











1
2 + 1

2 cos(πt) = cos2
(π

2 t
)

: −1≤ t ≤ 1

0 : |t| > 1,

indem eine Linearkombination mit der charakteristi-
schen Funktion gebildet wird:

gH(t) = 0,08·1[0,1] +0,92·gC(t).

Dabei nutzt man aus, dass die Hauptkeule der Trans-
formierten 2sinc(ω) von den Nullstellen bei−π bis
π reicht (siehe Abbildung 3). An diesen Stellen wech-
selt der Sinus-Cardinalis das Vorzeichen und ist auf
(−2π,−π) und (π,2π) negativ. Dann wechselt das
Vorzeichen, so dass die Funktion auf(−3π,−2π) und
(2π,3π) wieder positiv ist. Die Transformierte des von

3
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Tabelle 1: Koeffizienten der Fensterfunktionen

m a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

3 1
2

9
16 0 − 1

16

5 0,5 0,5859 0 −0,0977 0 0,0117

7 0,5 0,5981 0 −0,1196 0 0,0239 0 −0,0024.
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Abbildung 3: Links: Fensterfunktion, mitte: Transformierte, rechts: Logarithmus der quadrierten; erste Zeile: Recht-
eckfenster, zweite Zeile: von Hann-Fenster, dritte Zeile:Hamming-Fenster als Linearkombination der beiden anderen
Fenster

Hann-Fensters dagegen ist auf(−2π,2π) positiv und
auf (−3π,−2π) und (2π,3π) negativ (siehe Abbil-
dung 3). Aufgrund des unterschiedlichen Vorzeichens
kommt es durch die Addition des Sinus-Cardinalis zu
Auslöschungen auf(−3π,−π) und (π,3π). Diesen
Effekt macht man sich auch bei generalisierten Vari-
anten des Hamming-Fensters zu Nutze, vgl. [7].

Die hier diskutierten Fensterfunktionengm aus (1)
zeigen das gleiche Vorzeichenverhalten wie das von
Hann-Fenster. Daher können wir durch eine Line-
arkombination mit dem Rechteckfenster ebenfalls
Auslöschungen erreichen. Die Faktoren der Linear-
kombination müssen sich dabei zu eins addieren, da
mit jeder einzelnen Fensterfunktion näherungsweise
f∧ berechnet werden kann. Ergäbe die Summe der
Faktoren eine andere Zahlc, dann würdec · f∧(ω) be-
rechnet.

Wir wählen nun den Parameteram für die Fenster-
funktion (1−am) ·1[0,1] +am ·gm so, dass das Quadrat

der Transformierten im Intervall(2π,3π) neben der
Hauptkeule möglichst klein wird, d. h. die

”
Energie“

∫ 3π

2π
[(1−am)2sinc(ω)+ amg∧m(ω)]2 dω

= a2
m

∫ 3π

2π
4sinc2(ω)−4sinc(ω)g∧m(ω)

+[g∧m(ω)]2 dω

+am

∫ 3π

2π
−8sinc2(ω)+4sinc(ω)g∧m(ω)dω

+

∫ 3π

2π
4sinc2(ω)dω

soll minimal werden. Dazu benutzen wir die Differen-
zialrechnung: Die Ableitung nacham muss 0 werden:

2am

∫ 3π

2π
4sinc2(ω)−4sinc(ω)g∧m(ω)+[g∧m(ω)]2 dω

+

∫ 3π

2π
−8sinc2(ω)+4sinc(ω)g∧m(ω)dω = 0,

4
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Abbildung 4: Linearkombination der Fensterfunktionen aus Abbildung 2 mit dem Recheckfenster

d. h.,am ist gleich

∫ 3π
2π 8sinc2(ω)−4sinc(ω)g∧m(ω)dω

2
∫ 3π

2π 4sinc2(ω)−4sinc(ω)g∧(ω)+ [g∧m(ω)]2 dω
.

Die Integrale lassen sich numerisch lösen. Dabei er-
halten wir näherungsweise

m 3 5 7

am 0,7660 0,7123 0,6844.

Für die Parameterm = 3, 5 und 7 ist das Ergebnis der
Linearkombination in Abbildung 4 dargestellt. Deut-
lich sind die Auslöschungen neben der Hauptkeule zu
sehen. Dass mit wachsendemm das Fenster im dar-
gestellten Intervall nicht besser wird, liegt daran, dass
zwar die Nebenkeulen der Fensterfunktionengm mit
wachsendemm für ω → ±∞ schneller klein werden,
das Gegenteil aber für den Bereich der Hauptkeule zu-
trifft (siehe Abbildung 2).

Wird für das Integrationsintervall statt 3π eine größere
obere Grenzenπ gewählt, dann wirdam größer, das
Fenster nähert sichgm an.

4 Vergleich mit dem Hamming-
Fenster

Die Amplituden der Nebenkeulen fallen bei den hier
konstruierten Fenstern nicht mehr so schnell ab wie
bei den Funktionen aus [4]. Aber durch den kleinen
Faktor vor der charakteristischen Funktion sind die ab-
soluten Amplituden fürω → ±∞ doch deutlich klei-
ner als beim Rechteckfenster, jedoch höher als beim
Hamming-Fenster.

Gegenüber dem Hamming-Fenster ist allerdings die
Hauptkeule schmaler, so dass eine etwas bessere Tren-
nung benachbarter Frequenzen zu erwarten ist, sofern
sie ungefähr den Abstand der Breite der Hauptkeule
haben (bessere Selektivität). Dazu betrachten wir die
Funktion f mit der Transformiertenf∧(ω) = h∧((ω +
ε)/ε)+ h∧((ω − ε)/ε), wobeih∧ eine Dreiecksfunk-
tion ist:

h∧(ω) =











π(1−|ω |) : −1≤ ω ≤ 1

0 : sonst,

siehe für f∧ den ersten Graphen in Abbildung 5, wo-
bei hierε = 3 gewählt ist. Die Funktionf∧ hat Maxi-
ma bei−ε und ε . Der zweite Graph in Abbildung 5
zeigt die Auflösung des Hamming-Fensters, der drit-
te Graph die des hier konstruierten Fensters fürm =
7, wobei die beiden Frequenzmaxima besser erkannt
werden.

5
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Abbildung 5: Anwendung des Hamming-Fensters (Mit-
te) und des Fensters zum = 7 (unten) auf die Testfunktion
f für ε = 3. Oben istf∧ dargestellt, darunter die mit den
beiden Fensterfunktionen berechneten Transformierten.

5 Schlussbemerkung

Das Hamming-Fenster entsteht aus dem von Hann-
Fenster durch Linearkombination mit einem Recht-
eckfenster, wobei die Faktoren der Linearkombinati-
on so gewählt sind, dass es zu Auslöschungen ne-
ben der Hauptkeule kommt. Der Ansatz wurde in die-
ser Arbeit auf eine Klasse anderer Kosinus-Summen-
Fenster übertragen, deren Nebenkeulen fürω → ±∞
schnell abfallen. Durch den elementaren Hamming-
Ansatz wird die in [4] aus approximationstheoreti-
scher Sicht eingeführte Klasse von Fensterfunktionen
auch für praktische Anwendungen bei fester Fenster-
breite einsetzbar. Im Vergleich mit dem Hamming-
Fenster lässt sich zudem eine etwas schmalere Haupt-
keule konstruieren, so dass Frequenzen besser unter-
schieden werden können, die ungefähr im Abstand der
Breite der Hauptkeule liegen.
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