\‘ Elektrotechnik
Hochschule Niederrhein und Informatik

University of Applied Sciences Faculty of Electrical Engineering

and Computer Science

Mathematik der
Z-Transformation

Technischer Bericht/Nr. 2014-02



IMPRESSUM

Technische Berichte des Fachbereichs Elektrotechnik und Informatik,
Hochschule Niederrhein

ISSN 2199-031X

HERAUSGEBER
Christoph Dalitz und Steffen Goebbels

Fachbereich Elektrotechnik und Informatik

ANSCHRIFT
Hochschule Niederrhein
Reinarzstr. 49
47805 Krefeld

http://www.hsnr.de/fb03/technische-berichte/

Die Autoren machen diesen Bericht unter den Bedingungen der Creative Commons Attribution License
(http://creativecommons.org/licenses/by/3.0/de/) 6ffentlich zugédnglich. Diese erlaubt die uneingeschréinkte
Nutzung, Vervielfiltigung und Verbreitung, vorausgesetzt Autor und Werk werden dabei genannt.

Dieses Werk wird wie folgt zitiert:

S. Goebbels: ,,Mathematik der Z-Transformation.* Technischer Bericht Nr. 2014-02,
Hochschule Niederrhein, Fachbereich Elektrotechnik und Informatik, 2014



Mathematik der Z-Transformation

Steffen Goebbels
Hochschule Niederrhein
Fachbereich Elektrotechnik und Informatik
Reinarzstr. 49, 47805 Krefeld
Steffen.Goebbels@hsnr.de

Zusammenfassung
Im Rahmen einer kurzeplLecture Note“ werden mathematische Grundlagen der Z-Toamsition
erlautert. Da die Z-Transformation die Berechnung eingteRzreihe ist, ergeben sich viele Eigenschaften
der Z-Transformation direkt aus Satzen der FunktionemibeZur Charakterisierung der Stabilitat linearer
Abtastsystems wird dariiber hinaus mit dem Prinzip glaiatiijer Beschranktheit ein zentrales Ergebnis der
Funktionalanalysis verwendet, dessen Erwahnung anrdishe in der Ingenieurliteratur eher uniblich ist.

1 Einleitung keine Differenzial- sondern Differenzengleichungen,
bei denen die Ableitungen durch Differenzenquotien-

. . ) ten ersetzt sind.
Mit der Z-Transformation werden in der Regelungs-

technik Differenzengleichungen geldst, die beim Unls erstes Beispiel dient ein System, das eine Verzoge-
gang mit abgetasteten Signalen auftreten. Daher wi#g bewirkt. Unter System verstehen wir eine tech-
diese Transformation ausfithrlich in der IngenieurlRisch realisierbare Abbildung, die eine Eingangsfol-
teratur (z.B. [5, 11, 16]) und auch in spezialisierte#€ (X«)g_o auf eine Ausgangsfolgeyk)y_, abbildet.
Biichern tiber Ingenieurmathematik wie z. B. [1, 2, ¥ konkreten Beispiel sejo = 0 und yx = X1 flr

8, 12, 17] beschrieben. Aus der Fillle der Publik§€ N={1,2,3,...}. Die Eingangsfolge wird also um
tionen sind die angegebenen Werke nur exemplarig@nau einen Index verschoben (verzogert). Dabei ist
herausgegriffen. Hier soll in einer im Vergleich mitk = X1 bereits eine einfache Differenzengleichung,
den Biichern kompakteren Abhandlung der Fokus ggwohl noch keine, echten® Differenzen zu sehen
zielt auf die Mathematik gelenkt werden, die im Unsind.

gang mit der Transformation bendtigt wird. Diese wird , ginerseits lasst sich das Verhalten tber die
SO elementarUW|e moglich beschrleb_en, WObe"I aper die Faltung der Eingangsfolge mit der Folge
re_Ievanten Satze zur Z-Transformation vollﬁtandlg be- (0,1,0,0,...) beschreiben. Dabei ist dialtung
wiesen werden. Im Gegensatz zu den erwahnten Tex-
ten wird dariiber hinaus der in der Regelungstech-
nik benutzte BIBO-Stabilitatsbegriff (siehe Definiti- k *
on 5.1) mit dem Prinzip gleichgradiger Beschranktheit (& )peo* (P kg := (Z aknbn> .
der Funktionalanalysis umformuliert. n=0 k=0

L zweier Folgen definiert Uber

In der Regelungstechnik hilft die Laplace-Transfor- Also gilt:

mation, ein einfaches Regelwerk zur Losung der auf-

tretenden linearen Differenzialgleichungen zu schaf-  (X0:X1,%2,.-.)%(0,1,0,0,...)

fen. Dabei wird mit Ein- und Ausgangssignalen ge- = (X0-0,%X1-0+X0-1,%2-0+X1-1+X%0-0,...)
rechnet, die durch Funktionen beschrieben sind. Bei = (0,X0,X1,X2,...).

digitalen Regelungen hat man aber nicht die komplet-

ten Funktionen, sondern nur Folgen von abgetasteten Die Folge (0,1,0,0,...) tritt dabei als Antwort
(diskreten) Funktionswerten zur Verfigung, also Ein- des Systems auf den Impul, 0,0, ... ) auf. Wir
und Ausgangsfolgen. Die Zeitvariable der Funktion werden mit Gleichung (12) auf Seite 12 sehen,
wird zum Index der Folge. Man betrachtet dann auch dass dies ein allgemeines Prinzip ist.
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e Anderseits Uberfuhrt die im nachsten Abschnitt
definierte Z-Transformation Ein- und Ausgangs-
folgen, so dass die Transformierte der Ausgangs
funktion das Produkt einer Ubertragungsfunkti-
on* mit der Transformierten der Eingangsfunkti-
on ist. Im Beispiel lautet di&Jbertragungsfunk-
tion G(z) = 1/z, siehe (10) auf Seite 11. Aus
der Faltung wird unter der Z-Transformation al-appijqung 1: Oben: Abtastwerte von cog + 1, unten:
so ein Produkt — das ist vollig analog zur Fourierpas Filter (1) entfernt den GleichanteitL.
und zur Laplace-Transformation. Werden mehre-

re Systeme miteinander kombiniert, kann der(-f‘n

Ubertragungsfunktion vergleichsweise leicht au%nknonen beschrieben. Danach ist ein eigener Ab-

den einzelnetbertragungsfunktionen bereChne;chnltt der Stabilitat von Abtastsystemen gewidmet.

werden.
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|
d—‘gl—‘l\)ol—‘o‘l—‘l\)
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um Abschluss wird kurz der Begriff Frequenzgang
als spezielle Sicht auf diglbertragungsfunktion ein-
Ein geringfugig schwierigeres Beispiel ist durch digeordnet.

Differenzengleichung

Ye— 0999y 1 =x—x-1furke N (1) 2 Definition der Z-Transformation

mit xx = yx = 0 fir k < 0 gegeben. Auf der rechten und ihrer Umkehrtransformation

Seite ist eine erste Differenz der Eingangsfolge zu se-

hen. Die Differenzengleichung beschreibt ein digit®ie Z-Transformation ist eine Transformation fiir Fol-

les Filter, das mit fortschreitender Zeit den Gleiclyen, die bei der Anwendung auf Differenzenglei-

anteil eines Signals weg filtert und z. B. als Vorstutghungen ahnliche Eigenschaften hat wie die Laplace-

bei der Spracherkennung verwendet wird. Wenn dasnsformation fur Differenzialgleichungen.

Signal eine Schwingung ist, dann ist der Gleichap- o .
9 gung . : ie Laplace-Transformation ist fur Funktioneh:

teil der Offset, um den geschwungen wird, siehe AD- ol R definiert tber

bildung 1. Nach Entfernung des Gleichanteils bleibt’ =

eine Schwingung um Null tibrig. Bei einer Darstel- [T gt

lung Uiber eine Fourier-Reihe entspricht der Gleichan- £ (M@ = 0 ft)edt

teil dem nullten Fourier-Koeffizienten. Losungen er-
halten wir einerseits wieder Uber die Faltung mit der - /0 f(t)exp(—tRe(2))-
Impulsantwort(1, —0,001 0,999- (—0,001), (0,999)* - [cogtim(z)) — jsin(tim(z2))] dt,

(—=0,001),...), die wir durch iteratives Ausrech-

nen der Vorschrifty, = % — X1 + 0,999y, fir sofern das Integral existiert. Dabei schreiben wir we-
(%)% = (1,0,0,...) erhalten, oder andererseits aen der Nahe zur Regelungstechnik die imaginare Ein-
Z-Transformierte, indem wir die Z-Transformierte ddteit der komplexen Zahle® mit j und nicht mit
Eingangsfolge mitz— 1)/(z— 0,999 multiplizieren, i. Die vielleicht wichtigste Eigenschaft der Laplace-

siehe (11). Transformation ist das Verhalten hinsichtlich Ablei-
tungen:

Im nachsten Abschnitt fihren wir die Z-Transforma- g

tion und ihre Umkehrtransformation iiber Potenzrei- [(Z(f)](2) = ZZ(f)](2) — (0).

hen ein. Den Rechenregeln, zu denen die wichtige Fli\}la . .. . . . .
) N .2~ Mit dieser Regel konnen lineare Differenzialgleichun-
gel zur Verschiebung gehort, ist ebenfalls ein eige- . . . )
) : . ~gen in algebraische Gleichungen ohne Ableitungen
ner Abschnitt gewidmet. Als Anwendungsgebiet f . iy
. . S uberfuhrt und gelost werden.
die Z-Transformation werden schliel3lich lineare zei-
tinvariante Abtastsysteme besprochen, hinter derigie Z-Transformation, die in ihrer heutigen Form auf
sich nichts Anderes als die bereits in der Einleituf§3] zuriickgeht, ist eine entsprechende Transformati-
beispielhaft behandelten Differenzengleichungen ven fur Folgen von Abtastwerten. Sie bildet eine Fol-

bergen. Die Abtastsysteme werden fdliertragungs- ge auf eine Funktion einer komplexen Variable ab und

2
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verhalt sich hinsichtlich Differenzen ahnlich wie di®efinition 2.1 (Z-Transformation) Es sei eine Folge
Laplace-Transformation hinsichtlich Ableitungen. reeller Zahlen(ay)y_, gegeben, die dewachstums-

: . , bedingung
Ein naheliegender Ansatz, um aus einer Folge eine

Funktion zu generieren, ist, die Folge als Koeffizi- lax| < Ma* = Mexp(In(a)k)

enten einer Potenzreihe um den Entwicklungsmittel-

punkt Null aufzufassen (Laurent-Reihe). Zur Foldér von k unabhngige Konstanten M undx >
(a)p_o diskutieren wir die Funktiord ;. ,az. Be- 0 geruigt. Dieser Folge ordnet die (unilateralej-
trachten wir die um eine Position verschobene Folggansformation Z eine Funktion £z) mit einer kom-
(0,a9,ay,...), dann erhalten wir dazu die TransforPlexen Variable z zu, digber die Reihe

mierte oy
o o o Az) = Zak?
Y aaZ =2y a2 t=z) az k=0
k=t =1 k=0 definiert ist, d.h. Z(a)? ,)(2) = A(z). Der Defi-

eri1itionsbereich von A ist die Teilmenge véh auf
(Per die Reihe konvergiert. Die Funktion A heif3t
die Z-Transformierte . Der Zusammenhang zwischen
Die Menge der Werte fug, fur die die Potenzrei- (a)g.,; und AZz) wird auch Uber die Notation
he konvergiert, ist durch den Konvergenzradube- (ay),_,0—*A(z) bzw. Az)e—o(ay),_, dargestellt.
stimmt. Die Reihe ist (absolut) konvergent fiar < p

Bei der Transformation ergibt sich also tatsachlich
Vorfaktor, der aus der Variable besteht.

Man spricht von der unilateralen Z-Transformation,

nd divergent fir] . Man hatte allerdings ger- . ) . . .
ﬁe daljsls gie Tr:n|szl|°oTrrfation insbesonderdljgmgo da die Summation bei 0 beginnt. Es gibt auch den
’ Begriff der bilateralen Z-Transformation, die fur Fol-

sinnvoll ist, um ein zur Laplace-Transformation ana- "

. 0 k . .
loges Verhalten zu haben. Daher setzt manit die e_n(ak)k:.fw uperzkz_m_akf berec_hnet wird. Da_
: : 1 . .Mmit entspricht sie einer diskreten Variante der Fourier-
Potenzreihe ein und erhalt die Z-Transformation. Ei

Verschiebung der Ausgangsfolge um eine Stelle fuﬁfrtansformatlon.

damit zu einem Faktor /& (siehe (3) auf Seite 6),Im Gegensatz zur diskreten Fourier-Transformation,
der auch das Rechnen rilbertragungsfunktionen er-die Vektoren mit endlich vielen Komponenten auf
laubt, wie sie bei der Laplace-Transformation verwelektoren mit endlich vielen Komponenten abbil-
det werden. det und z.B. mit dem FFT-Algorithmus zur schnel-
i . . . . . len Fourier-Transformation berechnet werden kann,
Die Z-Transformation lasst sich auch Uber die Digye fijnrt die z-Transformation Folgen (also abzahlbar
kretisierung der Laplace-Transformation motivieren,onqiich viele Komponenten) in eine Funktion mit

(vgl. [3, S. 171]): Wenn wir nun nur Abtastwerte,ina komplexen Variable, also nicht in endlich oder
zZu , Zeitpunkten“ t = kAt haben, dann konnenabzahlbar viele Werte

wir das Integral [Z(f)](s) = [, f(t)exp(—st)dt

auch naherungsweise schreiben als SumMychtig fur das weitere Vorgehen ist, da&gl/z) eine
At w o f(kAt)[exp(sat)] %, Ersetzen wir die Potenzreihe mit Entwicklungsmittelpunkt O ist:
komplexe Zahl exfsAt) kurz durchz und wahlen wir

At = 1, dann haben wir ebenfalls die Definition der A(E) — Zakzk_
Z-Transformation fur die Folgéf(0), f(1), f(2),...) z o
vor uns.

Ihr Konvergenzradius kann mit der Wachstumsbedin-
Die Laplace-Transformation funktioniert fur auf endgung abgeschatzt werden:
lichen Intervallen integrierbare Funktionén [0, co[—
C von hochstens exponentiellem Wachstum, d.
|f(t)| < Cexp(sot) fur allet > 0 mit reellen Konstan- a) Unter den Voraussetzungen der Definition
ten M, sy > 0. Entsprechend betrachtet man fur die 2.1 umfasst der Definitionsbereich der Z-
Z-Transformation Folgen, die einer Wachstumsbedin- Transformierten Az) mindestens die Menge
gung geniigen: {ze C: |zl > a}. Hier ist A beliebig oft komplex

lhemma 2.1 (Definitionsbereich Z-Transformierte)
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b)

\or

differenzierbar, d.h. holomorph (vgl. z.B. [7, S. e Zu a = &, a< R, erhalten wir die Darstellung

393)).

Hat man umgekehrt eine Rei@ﬁ;oakfk, die
auf einer Menge{z € C : |zl > a} konvergiert,
dann geiigt die Folge(ax)y_, der Wachstumsbe-
dingunglax| < M(2a)k.

dem Beweis erinnern wir an die geometrische

Summe und die geometrische Reihe

n (<]
S = il i =t
k=0 1-q k=0 1-q
wobei Konvergenz fur komplexe Zahlemmit |g| < 1
vorliegt.
Beweis:

a) Die Potenzreihe) p &z ist wegen |aZ| <

b)

M[a|Z] fur alle zmit |z| < 1/a konvergent, da
fur diese Werte eine konvergente geometrische
Reihe als Majorante gegeben ist. Der Konver-
genzradius der Reihe ist algp> 1/a, und fur

|zl < p ist die Grenzfunktion beliebig oft (kom-
plex) differenzierbar. Setzen wir nun die Funk-
tion 1/z in die Reihe ein, dann erhalten wir die
Aussage fltz > a.

Die Potenzreih® ;. ,az< konvergiert fiir|z <
1/a. Insbesondere muss dahegZ fur z =
1/(2a) eine Nullfolge und damit beschrankt sein:
lax|/(20)K < M bzw. |a| < M(2a)k. u

Genau dann, wenn eine Folge der Wachstumsbedin-
gung genugt, ist die Z-Transformierte fur allederen

Betrag grof3 genug ist, erklart. Ebenso ist dazu aqui-
valent, dass die entsprechende Potenzreihe einen Kon- Zum Vergleich liefert die Laplace-Transforma-
vergenzradius grofRer null hat.

Beispiel 2.1 (Beispiele fur Z-Transformierte)

Z((1,0,0,...)) = 12 = 1. Die Impulsfolge
(1,0,0,...) entspricht der d-Distribution bei
der Laplace-Transformation. Die Laplace-
Transformierte derd-Distribution ist ebenfalls
die Einsfunktion. \&@hrend died-Distribution als
verallgemeinerte Funktion &ufig zu Versind-
nisproblemenifhrt, gibt es diese Schwierigkeiten
bei der Impulsfolge nicht. Das erste Folgen-
glied hat den wohldefinierten Wett wahrend
man bei der é-Distribution anschaulich vom
Funktionswert, 5(0) = " spricht.

der Z-Transformierterilber den Grenzwert der
geometrischen Reihéarf|z| > |al:

z) 1-2 z-a

k=0

e Als Spezialfalliir a= 1ist die Transformierte der

Folge (1), die Funktion Z(z— 1). Man beach-
te, dass die Laplace-Transformierte der Einsfunk-
tion 1/z lautet. Z- und Laplace-Transformation
fuhren also durchaus zu unterschiedlichen Ergeb-
nissen.

e Firag=0und g =a1 keN, ist

A(2)

SGEEEIE]

k=0
1 z 1

zz—a z-a

(2)

wie zuvor @ir |z| > |al. Dies ist zugleich die
Laplace-Transformierte der Funkticexp(at).

e Fir a, = k ergibt sich die Transformierte

A(2) i kz K= —zi dgzz*k
k=1 k=1

de—_ | d 1

R =z |—— -1

Zdzkz_;Z Zdz{l—rl ]
z oz

(1-zYH22  (z—1)%

da man bei Potenzreihen innerhalb des Konver-
genzradius (der hier eins ist) Summation und Ab-
leitung vertauschen darf.

tion der Funktion ft) =t die Transformierte
1/7.

Fir a, = cogwk) = 3[exp(jwk) + exp(— jwk)]
erhalten wir die Z-Transformiertdif |z| > 1 als
Grenzwert zweier geometrischer Reihen:

EERSE)

k=0

o)

>

A(2)

2 |1_ el ] eeja)

z
_ 1= 1 coqw) _ Z—zco3w)
1-2cofw)+35 Z—2zcogw)+1
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e Analog ertalt man die Transformiertetf Ab- die Folgengliedetiiber die Ableitungen der Funktion
tastwerte der Sinus-Funktion. Sei dazu jefzt=a

1 z
sin(wk) = L[exp(—jwk) — exp(jwk)]: f(2) = —
in(ck) = 3 [exp(—jwk) —exp(jwk)] 2) T w
. 0 . k ) . K
J exp(—Jw exp(jw .
A(z):élz [%}—Z[ IO(Z )H an deritelleﬂ.
k=0 k=0
= —£(0)=0,
j [ 1 1 ] % = 50
—2 Tjw) ' 11—az+az
2la-stge 1o TR e =1=4,
1sin(w) i ' )* |-
_ 2zS I zsin(w) .  12a(l-az o
1-2cojw)+5 Z—2zcoJw)+1 & = 2 (1—a9® o =a,
—2a%(1-az* - 2a(1-az4(1-az3(-a)
e Wahlt manw = 1, so ergibt sich aus der Trans-&8 = 3A(1—az® ,
! .

formierten fir ax = cog wk): _ 2

24z z
T 2127241 z+1 Jetzt kommt der Cauchy-Integralsatz aus der Funk-
tionentheorie zum Einsatz (siehe [7, S. 596]). Danach

Z((1,-1,1,-1,1,...))

e Firr w= T ergibt sich analog: erhalt man dien-te Ableitung vonf an der Stelle O
auch, wenn man das folgende Kurvenintegral berech-
Z net, bei demK eine geschlossene Jordan-Kurve um
2((1,0.-1,0,1,0,~-1,...)) = 2+1 0 ist, die vollstandig innerhalb des Konvergenzradius

liegt (innerhalb desseri holomorph ist) und genau

Die Ergebnisse dieses Beispiels sind in Tabelle 1 ﬁﬁ_ﬂmal im mathematisch positiven Sinn durchlaufen
sammengefasst. wird: (@

n!
f(0) = —/ —d
Aus der Z-Transformierten kann man die Folge rekon- © 2mj Jx (z—0)n+t z

struieren, indem man fiir jedes Folgenglied ein komy,s  gilt  beispielsweise fiir die konkrete Kur-
plexes Kurvenintegral ausrechnet. Da dieser Zusaja- K, mit der komplexen Parameterdarstellung
menhang in vielen Elektrotechnik-Biichern angegeb&g(p(jt)/(m%[072,11)_ Die komplexen Zahlen
wird, mochten wir ihn auch hier nicht unerwahnt lassy jt)/(2a) liegen auf einem Kreis mit Radius
sen und sogar beweisen. Allerdings fuhrt man die UR#(2¢) um den Nullpunkt. Wenn der Parametetas
kehrtransformation in der Praxis ahnlich wie bei d@htervall [0, 271 durchlauft, dann wird dieser Kreis im
Laplace-Transformation mittels Tabellen unter Augnathematisch positiven Sinn (Gegenuhrzeigersinn)
nutzung von Rechenregeln durch. Diese behandeln Wifchlaufen. In der folgenden Rechnung bendtigen
im Anschluss. wir auRerdem die KurveK,, die einen Kreis mit

Die Idee ist, die Eigenschaften der Potenzreitg := Radius Zr um den Nullpunkt beschreibt und im
A(1/2) = 30 ,aZ auszunutzen. Diese Reihe hdpathematisch negativen Sinn durchlaufen wird. Ihre
einen Konvergenzradius, der mindesterig betragt. Parameterdarstellung lautexp(—jt)2a;, [0, 271).
Da man innerhalb des Konvergenzradius gliedweise £ (0) 1 f(2)
differenzieren darf, ist (" (0) = n! - a,. Das ergibt sich a, = =— [ —Zdz

: nl 2mj Jx, 2+1
auch aus dem Zusammenhang zwischen Potenz- und T
Tgylor—Reihen. Damit konnen wir bereits die Folgen—. 1 gon f (exggt)) expljt)
glieder auch ohne komplexe Integralrechnung tUber die= N - 20
Ableitungen vonA(1/z) an der Stelle O rekonstruie- 0 (2—0,J>
ren.

dt

2mj

1 /2" f<exp(—1jt)20) . exp(—jt)2a
0

2nmj 1\ (exp(—jt)2a)?
<exp(fjt)20r)

Beispiel 2.2 (Fortlaufendes Differenzieren) =
Zu Az) = 1/(z—a) (siehe Beispiel 2.1) berechnen wir

5
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1 f(3) -1 1o _
= — C— = — exp(jt)exp(j(k—2)t)dt
ZHJ_/KZ(%) L dz o |, T exe(ik—2))
1 2 o
= 2 [ Agrtaz = ET/ cos((k— 1)t) + jsin((k— 1)t)dt = 0.
27TJ Ko 0

In der zweiten Zeile der Rechnung haben wir das Kukatsachlich ist 1/z die Transformierte der Folge
venintegral tiber die Parametrisierung der Kurve andé-1,0,0,...). Das ergibt sich auch aus der Transfor-
geben. Diese wird fiir die Variable eingesetzt, und mierten zu1,0,0,...) und der Regel (3) zur Verschie-
der Term wird mit der Ableitung der Parametrisierungung, die wir im iachsten Abschnitt behandeln.
multipliziert.

Die Rechnung ist unabha.ngig von dgr Wahl der Kug Rechenregeln

ven K; und Ky, solange sie jeweils in den Gebieten

liegen, in denerf bzw. A holomorph ist. Ersetzt man o

in diesem Sinné, durch eine Jordan-Kurve, die imVir sehen uns nun die Elogoenschafteg der Z-Trans-

mathematisch positiven Sinn durchlaufen wird, erhdrmation an: Seien daz@ )i, und (by)i_o Folgen,

man die Umkehrformel der Z-Transformation: die jeweils der Wachstumsbedingung genugen und die
die Z-Transformierte\(z) und B(z) besitzen.

Lemma 2.2 (Z-Umkehrtransformation)

Die Folge (&), mbge der Wachstumsbedingung ® Linearit at: Furc,d € R gilt auf dem gemeinsa-
la| < Mak geriigen, und A2) sei die zugebrige Z- men Definitionsbereich der Transformierten:
Transformierte. Weiter sei K eine positiv ldur_chl_aufe- Z((cac+dbo)o)(2) = cAZ) + dB(2).

ne Jordan Kurve um den Nullpunkt, die vaiistig im

Gebiet{z € C: |z > a} liegt. Dann lassen sich die Die Linearitat folgt sofort aus den Rechenregeln

Folgenglieder so aus (&) berechnen: fur konvergente Reihen.
1 1 e \erschiebung Seine N:
an= o] /KA(z)z” dz

Z((an;an+1;8n42;---)) = Z((&)k=n) (2)
Die Z-Transformation fur Folgen, die der Wachstums- -1 4
bedingung geniigen, ist damit eine injektive Abbil- = 7 A(Z)—Zak?] ;
dung, verschiedene Folgen haben auch verschiedene k=0

Z-Transformierte.

w 1 ;
Beispiel 2.3 (Umkehrtransformation) Wir transfor- Z((‘O’”,_/' 0:20,80,)) = Zakﬁ =2 A2,
: . . k=0
mieren Az) = 1/z zuiick (z# 0). Dazu verwenden wir 4 3)
die Kurveexp(jt), t [0, 271: Wie bereits eingangs erwahnt, hat diese Glei-
1 11 1 (7 jexp(jt) chung fur die Z-Transformation die gleiche Be-
B = 2 Je 22 dz= 2—7TJ/0 expl(jt)2 deutung wie die Ableitungsregel filr die Laplace-
on Transformation. Mit ihrer Hilfe werden durch
= o exp(—jt)dt die Z-Transformation Differenzengleichungen so
027‘[ vereinfacht, dass man im transformierten Zu-
= i/ cogt) — jsin(t)dt =0, stand ihr Ergebnis durch Multiplikation mit einer
21 Jo Ubertragungsfunktion erhalt. Das sehen wir uns
a — 1 1OIZ 1 [ jexp(jt) weiter unten an.

2n Jx z 2mj Jo  exp(jt) o Differenzensatz Fir Differenzem\ay := a1 —

1 2 H™
- X / 1dt—1. a gilt:
21 0
Fur k > 2 ergibt sich entsprechend

= i }Zkfldz = Zl
21 Jk z
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Tabelle 1: Einige Z-Transformierte (siehe Beispiele 2.1, 2.3, 3.2, 3.3;a,w € R)

Folge o—e Z-Transformierte  Konvergenzbereich
(@) A=Y ai |Z4>a
k=0
(1,0,0,...) 1 zeC
1
(0,1,0,0,...) - z#0
1
(0,0,1,0,...) 2 z#0
z
1,11... — 1
( b B ) Zzn_—i_]]: ‘Z‘ >
-1
(1,1,...,1,0,0,...) " z#0
n+1
a = a - 2> fal
zEa
= —a“tfurk>1 —
ap=0,a¢=a“ -~ furk> — |zl > |a|
z
z(z+1
a = k2 - 1)2 l7 >1
0 furk <m 7
a — L 2 > |al
akm<k> fur k >m (z—a)mt
m
0 firk<m+1 1
& = _ S amid 12> |al
a"‘l‘m<km1> fark>m41 (=™t
: zsin(w)
Kk 1
sin(ek) 22 —2zcoqw) +1 12>
7 — zcoq w)
k 1
cos{wk) 22— 2zcoqw) +1 12>
z
1-11,-11... — 1
(1,-1,1,-1,1,...) 24221 Iz >
1,0,-1,0,1,0,-1,... zZl>1
( ] 9 My ==y My 9 ) 22—1—1 ‘ ‘>
= (z—=1)A(2) — z&. 4) e Dampfung: Seic > 0, dann gilt furczim Defini-

e o tionsbereich vori:
Entsprechend gilt fur zweite Differenzénay := .

Dadrag = (a2 — A1) — (Bir1 — &) = A2 — Ky o0 _ 1
dcriac T i (e a0 &) = > s = Al

Z((B2a)i-o) . . .
- 1 DA e Ableitung der Transformierten: Die Transfor-
= (z- )L(Z_ JA(2) — 0] — Zay - a) mierte ist eine Verkettung einer Potenzreihe mit
= (z-1°A@2) —Zao+ 228 — za. 1/z Anwendung der Kettenregel zusammen mit

k=0
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der erlaubten gliedweisen Differenziation der Po-
tenzreihe ergibt:

[ k—1 [

1 -1 1 1
Zak“(}) 7 - kR
k=1 k=1

= —2(ka07o)

Az) =

also
Z((ka)i_o) = —2zA(2).

Summensatz

((8)) £5v

n=0 k=0 n=0

Damit erhalten wir durch Subtraktion des rechten
Terms von beiden Seiten:

ok
1-zHY Y ar k=A@,
k=0 n=0
so dass
k [ee]
Al ZAZ)
n=0 / k=0
Anfangswertsatz
lim A(X) = lim  _ ax = 2o,

k=0

da die Potenzreihe insbesondere stetig-n0 ist
und hier den Weréag annimmt.

Mit der Formel Uiber die Verschiebung lassen sich
so auch beliebige andere Folgenglieder berech-

nen:
1

nf
k=0

a, = lim x"

X—00

AX) —

Endwertsatz Hier missen wir voraussetzen,
dass lim_. a, als reelle Zahl existiert. Da die

Folge konvergent ist, ist sie insbesondere be-
schrankt]a,| <M = Mak fiir a = 1. Damit exis-
tiert A(z) fur |z| > 1. Die Aussage des Endwert-
satzes ist nun

Amo ap = XILT+(X_ DA(X).
Den Endwertsatz der Laplace-Transformation
kann man uber die Transformationsregel fiir Ab-
leitungen motivieren. Daher ist es nun nahelie-
gend, den Endwertsatz fUr die Z-Transformation
mit dem Differenzensatz zu beweisen:

lim Z((ar1— a)i—o) (X)

X—1+
@ _ —
= xILnlL(X 1)A(X) — x&
= —ap+ lim (x—1)A(x). (5)
x—14

Andererseits gilt:

lim Z((a1 -~ a0.0) (9

n
—k

-t Y s
n
= lim lim [as1 — ax X

= lim

n—oo

ki1 —ay] = Mman—&-l] —ag

k=0

= —ao+ |im a. (6)
Dabei haben wir im vorletzten Schritt die Tele-
skopsumme ausgerechnet. Der eigentliche Trick
besteht aber im Vertauschen der Grenzwerte.
Dies ist erlaubt, wenn die Grenzfunktion der
Reihe einseitig stetig an der Stelle 1 ist. Der
Abel'sche Grenzwertsatz stellt genau das un-
ter der erfillten Voraussetzung sicher, dass die
Zahlenreihe) "y glaki1—ax] = —ao+liMnp_« an
konvergiert. Die Vertauschung der Grenzwerte ist
also erlaubt.

Setzen wir (5) und (6) zusammen, so erhalten wir
—ap+ lim ay = —ap+ lim (x—1)A(X)
n—oo X—1+4

und durch Addition vorag auf beide Seiten die
Aussage des Endwertsatzes.



Goebbels: Mathematik der Z-Transformation TechnischeicBe2014-02

Beispiel 3.1 (Transformation durch Verschiebung) Beispiel 3.2 (Transformation mittels Faltung) Wir
Wir transformieren ein diskretes Rechtecksignaéigen in diesem Beispiel, dass i € Ny die Folge
(&g mit
0 furk<m
o 1 furk=0,...,n a"—m(r';) far k> m
0 fark>n.
die Transformierte Az — a)™*! besitzt (z > |a|).

Mit Z((1,0,0,...)) = 1 und (3) erhalten wiriir z# Dazu fihren wir eine vollsindige Induktion nach m

0: Z((0,1,0,...)) = z1-1, Z((0,0,1,0,...)) = 2, durch. Fir m= 0 (Induktionsanfang) haben wir die
USW.: Transformierte bereits in Beispiel 2.1 berechnet. Wir
1 1 1 1 nehmen also an, dass die Aussagedin (beliebiges,
A = I+ tot+mt o+ festes) me Ny gilt und niissen sie jetzt nur nockirf
1_# At m-+ 1 zeigen: Da
o111 ol z _ z 1
z =

(z-am2  (z-a™! (z-a)’

Wie bei_der LapIace-Trangformation gilt eir_1 Fgltung%t, ergibt sich die zugditige Folge als Faltung der
satz. DieFaltung ,«* zweier Folgen ist, wie in der gber die Induktionsannahme gegebenen Folge und,
Einleitung angegeben, passend zum Cauchy-Prodgighe (2), der Folgg0,a° a,a?,...) zu & = O fur

von Reihen definiert Uber k<m+21undfrk>m+1zu
. . k ” k-1
(@)F-o* (B)E o= D acabn| - a — Zanm<”>akn1
n=0 k=0 n=m m
Die Faltung ist kommutativ, und erfullen die zu falten- k1 /n K
k—(m+1 k—(m+-1
den Folgen die Wachstumsbedingungdeg < M;a¥ = acm )Z (m) =am )<m+ 1)‘

und |by| < Ma¥, dann geniigt auch die resultie- n=m

rende Folge einer Wachstumsbedingung (fir=Wir miissen nochifr die letzte Gleichung nachrech-
max{ai,0z}): nen, dassifr k > m+ 1 gilt:

k
> b
n=0

k k-1

k— n k
< Sowt e )t

n=0 n=m

K~ ok k
< (k+ MiMa0" < Z2My Mo Induktionsanfang: Br k =m+ List (7) = (7'}).

K m+1
= MiMz(20)". Induktionsannahme: Die Aussage gelie éin (belie-
Als direkte Konsequenz des Cauchy-Produkts von Fbcnges’ festes) k m+ 1.

tenzreihen gilt deFaltungssatz Induktionsschluss:

k

Z((a)i—o* (bk)i_o) (2 = A(2) - B(2). > (:1> - (f::) +kzj <:1>

n=m
Multiplizieren wir also zwei Z-Transformierte, so er- K K ki1
halten wir ebenfalls wieder eine Z-Transformierte. = ( > <m+1> = < )

Das neutrale Element der Faltung ist die Impulsfolge
(1,0,0,...) mit der Transformierten 1Uber den Fal- Dabei haben wir die Induktionsannahme und das Bil-
tungssatz sieht man das sofort. dungsgesetz des Pascal’'schen Dreiecks ausgenutzt.

m m+1/"

Mit den Rechenregeln und einigen bekannten Bie gangigste Methode zur Berechnung der Z-Um-
Transformierten lasst sich die Umkehrfunktion leictkehrtransformation besteht darin, die Tabelle 1 von
ter als mit einem komplexen Kurvenintegral odeechts nach links zu lesen und kompliziertere Trans-
durch fortgesetztes Ableiten berechnen. formierte mit den Rechenregeln in Transformierte zu
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zerlegen, die sich in der Tabelle finden. Das folgende = bpXc+ b1+ -+ boXk_n, @)
Beispiel beschaftigt sich mit dem Fall der Rucktrans-
formation einer gebrochen-rationalen Funktion. wobeixx = Yk ;=0 furk < O ist.

Beispiel 3.3 (Gebrochen-rationale Funktion) Die Bezeichnung Abtastsystem riihrt daher, dass li-
Eine gebrochen-rationale Funktion, derenatder neare zeitinvariante Systeme fir kontinuierliche Si-
einen kleineren Grad als der Nenner haasst sich gnale uber lineare Differenzialgleichungen beschrie-
Uber eine Partialbruchzerlegung darstellen. Die Surben werden. Ersetzt man die Ableitungen durch Dif-
manden der Partialbruchzerlegung lassen sich leickrenzenquotienten, so erhalt man eine Differenzen-

zurticktransformieren, beispielsweise gilt: gleichung fur diskrete, abgetastete Werte der Signale.
Tatsachlich sieht man in (7) keine Differenzen. Wenn

71 <i> @(O,l,a,az,a3,...), man aber Ableitungen durch Differenzen annahert,

Z—a dann bekommt man Linearkombinationen von Abtast-

und fir m> 1 ist werten, wie sie auf beiden Seiten der Gleichung mit

den allgemeinen Koeffizienten angegeben sind.

1 1 z
zt (W) =z (E : m) Man beachte, dass die Differenzengleichung (7) fur
jede Ausgangsfolgéx),_, eine eindeutige Losung

= 71 1 N | hat, die sukzessive beginnend pjtberechnet werden
z (z—a)mtt .
. kann f > 2):
= (0,1,0,0,...)* (&)r-o
Yo = an0>

mit der Folge(ax),_, aus Beispiel 3.2. Daraus ergibt
sich Y1 = —an-1Yo+ bnxl + bn—1X07

Yo = —an_1Y1 — an_2Yo + bnXe + bn_1X1 +bn_2xo, . ..

1 0 fuark<m+1
Zl<7m+l> = Uber die eindeutige Losung der Differenzengleichung
(2-2) adtm* 1) furk>m+1.  wird eine lineare Abbildung. definiert, die einer Ein-
gangsfolge die Ausgangsfolge zuordrigtxq)y ) =
Damit erhalten wir beispielsweise (YK)©_, Die Abbildung ist auf dem Vektorraum der
5 3 (reellen) Folgen definiert, und sie bildet in den glei-
z1 (— + 72> chen Vektorraum ab. Tatsachlich iseinelineare Ab-
z-1"(z-1) bildung, da jede Linearkombination von Folgen auf
= 2:(0111,...)+3:(0,0123,...) die Linearkombination ihrer Bilder abgebildet wird.
= (0,258/11...). Das passt zur Bezeichnutigeare zeitinvariante Ab-

) tastsysteme. Das Attributeitinvariant riihrt daher,
Ist a eine komplexe Nullstelle des Nenners, so kajig eine (zeitlich* nach rechts) verschobene Ein-

man ebenfalls mit den zuvor angegebenen Formeln gig,ysfolge zu einer entsprechend verschobenen Aus-
Ricktransformation durclihren und dann gegebeneng‘,jngsfmge fiihrt.

falls die komplexen Folgen zu einer reellen zusammen-
fassen. Im Folgenden werden wir die Z-Transformation im
Umgang mit linearen zeitinvarianten Abtastsystemen
genau so einsetzen, wie die Laplace-Transformation
4 Lineare zeitinvariante Abtastsyste- fur lineare zeitinvariante Systeme verwendet wird. Da-
me zu bezeichnen wir miX(z) die Transformierte der
Eingangsfolggx)y_, und mitY(z) die Transformier-

te der zugehorigen Ausgangsfolge)y .
Ein lineares zeitinvariante Abtastsystemuberfuhrt

eine Eingangsfolge(x) , in eine Ausgangsfolge Die zugehdrigeZ-Ubertragungsfunktion G(z) ist

(Yk)i_ als Losung einer Differenzengleichung fur ein beliebiges Paar von Ein- und Ausgangsfol-
gen(X)r_o Und(yk)g_o, die der Wachstumsbedingung
Yk +an_1Yk_1+ -+ aoYk_n genigen und damit Z-Transformierte haben, definiert

10
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als Quotient Diese Ubertragungsfunktion lasst sich auch direkt an
G(2) = ' @) der Differenzengleichung

Zuniachst ist nicht klar, dass die Definition unabhangig Vet 11 = \bi/xk +&;¥Xk‘l
von der Wahl der Folgen ist. Aber mittels Linea- =0 =0 =1

ritat und der Verschiebe-Regel (3), die die Funktion . Ai1d 1 , y
der Ableitungsregel der Laplace-Transformation wiPleSen:G(z) = Zig5 = 2. Das gilt auch fir das
derspiegelt, liefert die Transformation der linken Seif¥Veite Beispiel (1), bei dem die Differenzengleichung

der Gleichung (7):

Yo+ @11 Yee1= b1 X+Db11x1
. — SN
Z((Yk+@n—1Yk-1-+ - +80Y¥k-n)k-o) =—0,999 =1 =-1
= Y(@)+an1Z (@) + - +ayknZ Y(2) gegeben ist, so dass
1 -1
= Y(Z)E[Zn‘f-an—lzn +---+ag)|. A1 g1
1-22-0999 70999

G(z) = (11)
Entsprechend wird die rechte Seite X(z) % [bnz" +

bn_1Z2""1 4 --- 4 bo]. Damit ist . . . . .
-1 Ao Mit der Ubertragungsfunktion kdnnen wir nun zu ei-

ner Eingangsfolgex)y_o sofort die Ausgangsfolge
(Y)g-o berechnen: Wir transformieren die Eingangs-
folge zu X(z), multiplizieren die Transformierte mit
G(z) und erhalten die Transformierté(z) der Aus-

1
Y(z);[z”Jran_li“‘lJr +-4ag]

1
= X(Z)E[bnzn%—bn,lzn_l_{-..._|_b0]’

_ . , ~ gangsfolge:
und wir erhalten fur die AJbertragungsfunktion die
Darstellun Y(z
° B =33 X0 =@ X2
_ Y@
C@ = X(2) Die Ausgangsfolge ergibt sich nun durch Ricktrans-
bnZ" + by 12" 14+ + b formation vonY(z). Unter der Z-Transformation wird

T Ata, 42" ltay 2 2+---+ag (®) das Losen einer Differenzengleichung zur Multipli-

1 n kation mit einerUbertragungsfunktion — und das ist
bn+bn-1Z -+ +boz ) ) . ) . .

= Tra 1z lto 220 taz™ einfacher, als die Gleichung iterativ zu losen. Ent-
-1 -2 sprechend wird unter der Laplace-Transformation das

Insbesondere ib(z) also tatsachlich unabhangig voi0sen einer linearen Differenzialgleichung zum Losen

der konkreten Wahl der Eingangs- und zugehorigéiner algebraischen Gleichung.

Ausgangsfolge. Damit ist (8) wohldefiniert.

Eine kleine Licke missen wir aber noch schliel3en:
Damit wir im Z&hler und Nenner den gleichen VorfakPas Vorgehen gelingt nur, wenn zu einer Eingangs-
tor 1/2" sehen, haben wir auf beiden Seiten der Difolge, die der Wachstumsbedingung genugt und da-
ferenzengleichung formal die gleiche Anzahlvon mMit Z-transformierbar ist, auch die Ausgangsfolge der
Summanden hingeschrieben. Tatsachlich durfen adéchstumsbedingung gentigt. Das sehen wir aber z. B.
Koeffizientenby zu null gewahlt werden, der Grad de§0:

Nennerpolynoms kann also grolRer als der Grad des (

Zahlerpolynoms sein. - )=

: z)  1l+an1z+an 22+ +ag?
Die Ubertragungsfunktion des ersten Beispiels der ) ) o
Einleitung, bei dem eine Eingangsfolge um eine StelfsSt sich als Potenzreihe um Null mit einem Kon-

verschoben wird, um die Ausgangsfolge zu erhaltfgrgenzradius groer null entwicken. Denn wegen
ist (siehe Tabelle 1) der Normierung des ersten Nennerkoeffizienten zu

eins ist null keine Nullstelle des Nenners und da-
mit kein Pol. Nach Lemma 2.1 b) lasst si¢h(z)

Z((0,1,0,0,...))
(10) 4l z-Transformierte einer Folge auffassen, die der

Z(1,0,0,...)

= NI=

11
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Wachstumsbedingung geniigt. Ebenso ist das Pr
dukt von G(z) mit der TransformiertenX(z) einer
Eingangsfolge(x«)y_o, die der Wachstumsbedingung
genugt, nach dem Faltungssatz die Z-Transformiert
einer Folge(yk)p_o. die auch der Wachstumsbedin-
gung genigt. Diese Folge erflllt die Z-transformierte
Differenzengleichung und damit nach Anwendung de
Z-Umkehrtransformation auch die eindeutig losbare
Differenzengleichung. Die Liicke ist damit geschlos-
sen und wir haben bewiesen:

Lemma 4.1 (Lineare zeitinvariante Abtastsysteme)

Zu einer Eingangsfolgéxy)y_ o, die der Wachstums-
bedingung geingt, ist auch dieliber (7) eindeutig
bestimmte Ausgangsfolgek),_, Z-transformierbar,

d. h., auch sie geagt einer WachstumsbedingundirF
die Z-Transformierten gilt (auf einem gemeinsamer
Definitionsbereich) Yz) = G(2)X(z), wobei Gz) die
Ubertragungsfunktion mit der Darstellung (10) ist.

Wie bei der Laplace-Transformation lasst sich di
Ubertragungsfunktion aus einémpulsantwort ge-
winnen. Betrachten wir als Eingangsfolge den Impuls
(1,0,0,...) mit der Z-TransformierteiX (z) = 1, siehe
Beispiel 2.1. Is{gk)y_, die zugehdrige Ausgangsfolge
(Impulsantwort), dann gilt:

Z((9k)k=0) = G(29)X(2) =
Die Z-UbertragungsfunktionG(z) ist also die Z-
Transformierte der Impulsantwort. Mit dem Faltungs-
satz konnen wir das Verhalten des Abtastsystems als
Faltung der Eingangsfolge mit der Impulsantwort be-
schreiben:

G(2). (12)

(% )k=0* (I k=0 = (Yk)k=0

da Z-Transformation beider Seite(z) - G(2)
liefert.

Y@

Genau wie bei der Laplace-Transformation berech-
net sich dieUbertragungsfunktion leicht aus den ein-

zelnenUbertragungsfunktionen, wenn lineare zeitin-

variante Abtastsysteme miteinander kombiniert wer-
den. Es gelten exakt die gleichen Regeln wie bei der
Laplace-Transformation. Diese sind in Abbildung 2

dargestellt:

e Schaltet man mehrere Abtastsysteme hinterein-
ander, indem die Ausgangsfolge des ersten zure
Eingangsfolge des zweiten, die Ausgangsfolge
des zweiten zur Eingangsfolge des dritten usw.

12

@) G,(2) H G, () H G,(2) P{(Z)

X Y(2)
1606060

Y

X(L{ G ,(2+G,(2)+G,(2)

X(z) - -G o Y(z)
..

X(2) Y(2)
Zﬂc;l(z) IT1+G (@) Gz(z)]}—'Z

Abbildung 2: Blockschaltbilder: Reihenschaltung, Par-
%Ilelschaltung und Ruckkopplung jeweils mit Ersatz-
schaltbild

wird, dann entsteht insgesamt ein neues linea-
res zeitinvariantes Abtastsystem, dessbertra-
gungsfunktion das Produkt der einzelngher-
tragungsfunktionet®sy, ..., G, ist:

Yi(z2) = Gi1(2X(2), Ya(2) = G2(2)Y1(2),
Y3(Z) = G;g(Z)YQ(Z)7 . =
Y(2) = Gn(2Yn-1(2) = Gn(2)Gn-1Yn-2(2)

. = (HGK(Z)> X(2).

k=1

Schaltet man zwei Abtastsysteme rilbertra-
gungsfunktionenG; und G, parallel, so gilt fur
die Z-TransformierteY(s) der Ausgangsfolge

(Vi) r=o-
Y(2)

G1(2)X(2) + G2(2)X(2)
[G1(2) + G2(2)]X(2).

Entsprechend ergibt sich die nedkertragungs-
funktion bei einer Parallelschaltung va\btast-
systemen als die Summe der einzelnen.

Bei einer Rickkopplung (siehe drittes Block-
schaltbild in Abbildung 2) ohne zeitlichen Ver-
zug wird von der Eingangsfolgew)y_, die aus
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der Ruckkopplung entstehende Foldgr)k)_o, Schénkten Eingangsfolgéx.)i_, und der zugebri-

abgezogen. Z-transformiert wird daraus gen Ausgangsfolgeyk),_o als Losung von (7) gilt:
Y(2) = Gi9)[X(2) —Yr(2)] 1(Yi)k=olleo == SUpIYi| = Cll()ic=olle := C SUp|xd.
0 0
= Gi(9[X(2) - G2(2)Y(2)] (13)

Der Satz besagt, dass die lineare Abbildlnglie ei-
ner Eingangs- ihre Ausgangsfolge zuordnet, stetig im

Damit lautet die gesamtdbertragungsfunktion folgenden Sinn ist: Haben wir zwei Eingangsfolgen
(X)p—o Und (Wi)y_o, dann gilt fur die Ausgangsfolgen

< [1+G1(2)G2(2)]Y (2) = G1(2)X(2).

Y7 G2
X(2)  1+G1(2G2(2) 1L ((%)k=0) — L (Widicz0) lleo

13
= L% WOE o) S Cll O~ Wl

Ausgangssignale zu miteinander verknupften linearen
zeitinvarianten Abtastsystemen konnen somit beredfenn sich also die Eingangsfolgen kaum unterschei-
net werden, indem den, dann gilt das auch fur die Ausgangsfolgen. Stabi-
litat ist also nur ein anderes Wort furr Stetigkdindert
man eine Eingangsfolge nur wenig, so andert sich auch
die Ausgangsfolge nur wenig. Das ist in den Anwen-
dungen wichtig, damit eine Regelung nicht auf3er Kon-
trolle gerat.

e das transformierte Eingangssignal mit der ge- _ o _
meinsamen Ubertragungsfunktion multipliziert IS €iné Konstant& wie im Satz angegeben exis-
tiert, dann folgt sofort die Definition der Stabilitat.

Die umgekehrte Richtung ist wesentlich schwieri-
e das Ergebnis mit der Z-Umkehrtransformatioger. Ihr Beweis ist eine Konsequenz aus dem Prin-
zuriick in eine Folge gewandelt wird. zip gleichgradiger Beschranktheit (uniform bounded-
ness principle). Das ist ein Hauptsatz der Funktional-
analysis Uber Abbildungen zwischen Banach-Raumen,
5 Stabilitat d. h voII;téanigen Vektorraum_en mit einer Norm. Bei-
spielsweise isR zusammen mit dem Betrag als Norm
ein Banach-Raum. Aber auch der Vektorraum der be-
In der Regelungstechnik sind lineare zeitinvariangehrankten Folgen, den wig nennen, wird unter der
Abtastsysteme von besonderer Bedeutung, die st®wrm ||(X«)i_ollo ‘= SURen, X/ zu einem Banach-
sind (vgl. z. B. [6, Kap. 16] und die ausfuhrliche DarRaum. Fur den Spezialfall linearer Abbildungen von
stellung in [10]). l» nachR formulieren wir das Prinzip:

G(z) =

e eine gemeinsamBbertragungsfunktion aus de
einzelnen berechnet wird,

e das Eingangssignal Z-transformiert wird,

wird,

Definition 5.1 (Stabilitat) Ein lineares zeitinvarian- Satz 5.2 (Prinzip gleichgradiger Beschéinktheit)

tes Abtastsystem heigtiabil genau dann, wenn zu je-Sei .# eine Menge linearer Abbildungen (linearer
der beschankten Eingangsfolgéxc)y o auch die zu- Funktionale) vond nachR, die die beiden folgenden
geldrige Ausgangsfolgéyy)i_, als Losung von (7) Bedingungen eifllen:

beschankt ist. e Fir jede Abbildung Fe .# existiert eine Kon-

Dieser Stabilitatsbegriff wird auch BIBO-Stabilitatge ~ stante G € R, so dassiir alle Folgen (x)i_o €
nannt ( bounded input — bounded output*). Wir geben |« gilt:

eine aquivalente Formulierung dieses Begriffs an: . .
o _ IF (ko) < Crll(Xk=olleo -
Satz 5.1 (Stabilitit und Stetigkeit) Ein lineares zei-

tinvariantes Abtastsystem ist genau dann stabil, wenn Diese Bedingung bedeutet, dass jede Abbildung
es eine von den Eingangsfolgen unabgige Kon- F € % beschankt und somit, wie zuvoiif L
stante C gibt, so dasdif jedes Paar aus einer be- erlautert, stetig ist.

13
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e Fir jede einzelne Folgéx )y, € l ist die Men- {Lny ((%)i_o) : M€ No} beschrankt, so dass punktwei-
ge {F ((x)r_o) : F € #} beschénkt. Dies wird se Beschranktheit vorliegt.

punktweise Beschnktheit genannt (wobei der b q inzio d leicharadi
. Punkt* die Folge(x)®_o ist). Jetzt besagt das Prinzip der gleichgradigen Be-

schranktheit, dass es eine Konsta@te R gibt, so
Dann gibt es eine Konstante €R, so dassir alle dass
Abbildungen Fe . und fir alle Folgen (x),_g € lo
gilt: ] ] Yonl = L ((60i0)] < C | )il
IF ((%)k=0)| < Cll(%)k=olle -

Die Konstanten € kdnnen also durch eine gemein
same Konstante C ersetzt werden. Man spricht VB
gleichgradiger Besclamktheit.

fur alleme No und alle Folgerixi)y_, € l» gilt. Damit
aben wir (13) bewiesen:

: : . R 1(Yn)n=olle < Cll(X)i=olle-
Ein konstruktiver Beweis, der ursprunglich in ahnli-

cher Form auch von Banach gefiihrt wurde, wird z. Bemma 5.1 (Absolute Summierbarkeit)

in [14] prasentiert. Ein nicht-konstruktiver Beweis miEin lineares, zeitinvariantes Abtastsystem ist genau
dem Baire’schen Kategoriensatz ist z. B. in [9, S. 24fann stabil, wenn die Impulsantwoft )i, absolut

f.] angegeben. summierbar ist, d. h.

Wir benutzen nun das Prinzip gleichgradiger Be- o

schranktheit, um den Beweis des Satzes 5.1 zu ver- > o < e

vollstandigen. Dazu betrachten wir die Menge li- k=0

nearer AbbildungenZ := {Ln: m € N}, die Uber

Lm((%)k=0) = L((X)i=o)m = Ym definiert sind.Lm : geeis: Wir zeigen zunachst, dass aus der absolu-

l. — R liefert also zu einer Eingangsfolge daste ton symmierbarkeit die Stabilitat folgt und wahlen die
Folgenglied der Ausgangsfolge. Wir priifen die beidgfynstantec -— > k-0 |9k|- Sei(x)i_q eine beschrank-

Voraussetzungen des Prinzips: te Eingangsfolge miM := supy, |%/- Dann gilt fur
Aufgrund der Differenzengleichung ist die Ausgangsfolge:
|Ln((%)k=0)| = [¥ml| 3 i k
= |—ah-1Ym1— " —aYm-n+ bnXm Vil = [((%a)n=0 * (In)n=0) k| = Zxk—ngn .
—0
+bn_1Xm -1+ + boXmn| "
< maX{l|ag|,..., a1} max{|yol,...,|ym-1|}  Ist die Impulsantwort(gx)y_, absolut summierbar,
+max{|bol, .., |bal H () 2o o- dann istyx beschrankt mit

Indem wir nun den grof3ten Wert vayol, ..., [Ym-1] k k
entsprechend abschatzen und iterativ fortfahren, erhal- k| < > Xcnllgn| <MD |gn|
ten wir n=0 n=0

m
o K < M) [gh| =MC=C sup|x|.
Ln(()%-0)l < | (max{laol.....[an 1]} - 2) " ety
k=0
-max{|bol,...,|bn|}| (X)k-oll=  Jetzt miissen wir umgekehrt zeigen, dass wir bei Stabi-
= Cill (%) r0]lo- litat auch die absolute Summierbarkeit vorfinden. Sei

o _ _ _ , C die Stabilitatskonstante aus (13). Zu einem festen
Damitist gezeigt, dass jede einzelne AbbildiRgoe- |nqex n, betrachten wir die aus der Impulsantwort ge-

schrankt ist. bildete Folge

Stabilitat im Sinne der Definition 5.1 bedeutet, dass fur

jede Eingangsfolgéxc)y o € | die zugehorige Aus- sign(gn,_k) k=0,...,no
gangsfolge(Ln((X)r_o) ) neo beschrankt ist. Insbeson- X =

dere ist also fir jede Folge«)y , € l. die Menge 0 k> no,

14
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die offensichtlich mit eins beschrankt ist. Die zuPole alle einen Betrag kleiner eins haben, dann hat die

gehorige Ausgangsfolgéy)y_, ist damit mitC be- Potenzreih@fzogkzk einen Konvergenzradius grofl3er

schrankt. Aulzerdem gilt: als eins. Da Potenzreihen innerhalb des Konvergenz-
radius absolut konvergieren, konvergiert insbesondere

No No No . . .. 00 .
C>Vn = anwngn = Zsign(gn)gn = Z |Gnl- die Reihe flrz =1 absolut:) o |0kl < -
n=0 n=0 n=0

Folgerung 5.1 (Stabiliit und Pole) Ein  lineares,
zeitinvariantes Abtastsystem ist genau dann sta-
bil, wenn alle Pole derUbertragungsfunktion echt

innerhalb des Einheitskreises liegen.

Die Abschatzung % ,|gn| < C gilt nun fir jedes €
N, sodass auch,,_,|gn| < C gilt, womit die absolute
Summierbarkeit gezeigt ist. [

Man beachte, dass beim Nachweis der absoluten SiifS€ Charakterisierung lasst sich auch wie folgt mo-
mierbarkeit im Beweis zu jedem Wert vam eine tivieren: Schreibt man di&bertragungsfunktion mit

andere Folge(x)?_, konstruiert wird. Daher wird einer Partialbruchzerlegung, so gibt es zu den Po-

tatsachlich die von der konkreten Folge unabhén&ﬁ-n a Summanderc/(z - a). Multiplikation der Z-

ge KonstanteC aus (13) bendtigt. Die Definition |ransformierterX(z) einer Eingangsfolgex)i_o mit

der Stabilitat wirde dagegen zunachst fur jede F6i

jnem solchen Summanden entspricht einer Faltung
(o) H 2 3 .
ge nur sicherstellen, dass es eine von dieser Foff§s FOI9&(Xk)i_o Mitder Folge(0,1,a,8%,a%,...), sie-

abhangende Konstan@gibt. Damit kann aber nicht_he (2). Ist die Eingan.gsf(l)lge beschrankt, dann gilt dies
auf S°%_|gn| < C geschlossen werden. So einfacl Fall |a] < 1 auch fur die aus der Faltung entstehen-
wie in [11, S. 230] suggeriert, ist der Beweis also aA€ FOI9&(Yi)i o’
scheinend nicht. Haufig, wie z. B. in [15, S.294], wird K K
daher auch nur die einfachere Richtung bewiesen, dass |y, | — Zxkinan—l < Z IXc_n||a""
aus der absoluten Summierbarkeit der Impulsantwort 1 1
die Stabilitat folgt. K
[suplxn!] > lam
neNg n—=1

IN

Mit dem Lemma folgt die Stabilitat der beiden
Beispiele aus der Einleitung: Die Impulsantwort
(0,1,0,0,...) der Verschiebung ist offensichtlichda bei der Abschatzung eine konvergente geometri-
absolut summierbar, und auch die Impulsantwathen Reihe entsteht. Die Abschatzung scheitert aller-
(1,—0,001,0,999: (—0,001), (0,999 - (—0,001),...) dings, wenr{a| > 1 ist.

des Filters (1) ist wegen der geometrischen Reihe ap-, . . o . .
(. ) ) 9 9 %EI den beiden Beispielen der Einleitung sind die Po-
solut summierbar:

le 0 bzw. 0999, so dass die bereits Uber die absolute
1+ 0,001+ 0,999.0,001+ (0,999)2-0,001+... Summierbarkeit der Impulsantwort gezeigte Stabilitat
o 1 noch einmal bestatigt wird.
—1+0,001 k}_%(o,ggg) 1+ - 0999 1001

6 Frequenzgang
Aus der absoluten Summierbarkeit der Impulsantwort

(Guio folgt direkt, dass liM .-G = 0 sein muss, ., Ubertragungsfunktion ist eine Funktion einer

da sonst die Reihe nicht konvergieren konnte. Die . : . )
. . omplexen Variablen. Bei der digitalen Signalverar-
Erregung des Systems durch einen Impuls fiihrt also.

. . . ; N eitung und in der Regelungstechnik ist es ublich,
asymptotisch wieder in derNullzustand*® zurick. durch die Wahiz = exp( j) zu einer Funktion der re-

Die UbertragungsfunktiorG(z) = Zfzogkfk eines ellen Variablerw zu wechseln. Aus ddibertragungs-
stabilen Abtastsystems ist fig| > 1 erklart, da wir funktion G(z) wird der FrequenzgangG(exp(jw))

mit |gkz K| < gkl und >y, |gk| < o eine konvergente als Abbildung von(0, 271 nachC. Ist ein lineares zei-
Majorante haben. Alle Pole der gebrochen-rationalénvariantes Abtastsystem stabil, dann liegen alle Po-
Funktion G(z) mussen daher innerhalb des Einheitke innerhalb des Einheitskreises, d.h., die Funktion
kreises liegen, also einen Betrag kleiner eins hab&{z 1) lasst sich als Potenzreihe mit Konvergenzra-
Es gilt auch die Umkehrung. Wenn die (maxinml dius grofer eins schreiben, so dass der Einheitskreis

15



Goebbels: Mathematik der Z-Transformation TechnischeicBe2014-02

im holomorphen Bereich liegt. Nach dem Cauchy-
Integralsatz lassen sich daher alle WeBg 1) fur !
|7l <1 aus den Werten voB(exp(—jw)), w € [0, 2], 08
berechnen. Gehen wir zum Kehrwert der Variable
Uber, dann sehen wir, da€gz) fur |z > 1 vollstandig
Uber die Wertés(exp(jw)) bestimmt und berechenbar 0 o1 55 53 o o5
ist. In diesem Sinne beschreibt der Frequenzgang die

Ubertragungsfunktion vollstandig.

Abbildung 3: Amplitudengang des Hochpassfilters (1):

Bei digitalen Filtern kann man den Einfluss des Filter§Uf der horizontalen Achse isb, auf der vertikalen ist
auf die Frequenzbestandteile eines Signals am Fr&€ Amplltude‘g@ﬁ)‘ abgetragen.

guenzgang erkennen. Um das zu verstehen, wenden

wir zur Frequenzanalyse die Fourier-Transformatior  0.0s
an. Dazu interpretieren wir die Eingangsfolge)y_, 0.06
und die Ausgangsfolg@yi)y._, als Funktionswerte von
Fourier-transformierbaren Funktionehg: R — R
mit xx = f(K) undyx = g(k). So kbnnen wir die Diffe-
renzengleichung (7) als Gleichung fur Funktionen auf- % 53 T = — 1
fassen:

0.04

0.02

_ N _ Abbildung 4: Phasengang(w) des Hochpassfilters (1):
9(t) +an-19(t — 1)+ +a0g(t — 1) Auf der horizontalen Achse isb, auf der vertikalen ist
= bpf(t)+bp1ft—1)+--+bof(t—n). ¢ (w) abgetragen.

Wenn wir nun beide Seiten Fourier-transformieren,

wobei z. B. die Fourier-Transformierte' (w) von f(t)  reelle Funktion¢ (w) der Phasengang Die Darstel-
definiert ist Uber f"(w) := [, f(t)exp(—jwt)dt, |ung ihrer Funktionsgraphen heiBode-Diagramm

so erhalten wir mit der Verschiebungsredélt + Fiir das Filter (1) ist das Bodediagramm in die Ab-
h)" (w) = el (w) und der Linearitat der Transfor-pildungen 3 und 4 aufgeteilt. Ist fur eig der Am-
mation die Gleichung plitudengang 1 und der Frequenzgang 0, so wird der
N N entsprechende Frequenzanteil der Eingangsfolge nicht
g (w) +an-1e Jng(_w) B angA,(w) verandert. Damit bestatigt sich anhand der Diagramme
= bnf"(w)+bn 167" (@) +...+boe” " f"(w).  die Vermutung, dass (1) ein Hochpassfilter ist.

Jetzt sehen wir Uber den Quotientén(w)/g"(w), Kennt man die Lage der Pole und Nullstellen der
wie sich zu Frequenzew die komplexen Amplitu- (bertragungsfunktiors, dann kann man naherungs-
deng” (w) der Ausgangsfunktiog zu den komplexen weise auf das Aussehen des Amplitudengangs schlie-
Amplituden f"(w) der Eingangsfunktion verhalten: Ren: Istew der Winkel einer komplexen Polstelle von
G, dann ist zu erwarten, daggw) grof3 ist. Ist dage-
=G(el?). genw der Winkel einer Nullstelle voi&, so istA(w)

fAw)  1+an 1794 faen? eher Klein. Dieser Zusammenhang folgt aus der Ste-
Das Uber (1) definierte Filter hat den FrequenzgaHgkeit derUbertragungsfunktion auf abziglich der
e®-1_ ynd ist ein Hochpassfilter. So wird der FreVlenge der Pole. Liegen Pole und Nullstellen nicht zu

aﬁéﬁ’g%%ng fio = 0 null, diese Frequenz, also deWeit vom Einheitskreis entfernt, dann wirken sie sich

Gleichanteil, wird nicht durchgelassen. Wir sehen ufgtsprechend auf die Werte véhauf dem Einheits-
das Verhalten auch fur Frequenzen> 0 an: kreis aus.

9" (w)  bytby1e @4 +boe IN®

Die Werte des Frequenzgangs sind wie beildber- Fasst man den FrequenzgaB(exp(jw)) als Parame-

tragungsfunktion komplex und lassen sich daher iltgsierung einer geschlossenen Kurve auf, die Winkel
ihren BetragA(w) und ihren Winkel (Phased (w) w € [0,2m] auf Punkte der komplexen Ebene abbildet
schreiben, d. hG(jw) = A(w)exp(j¢ (w)). Die reel- (siehe Abbildung 5), dann kann man unter Beruicksich-
le FunktionA(w) heildt derAmplitudengang, und die tigung der Umlaufrichtung ebenfalls durch die Entfer-
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Erratum zum technischen Bericht ,,Mathematik der Z-Transformation‘

Steffen Goebbels, 09. Oktober 2017

Ich danke allen Lesern, die mich auf Fehler hingewiesen haben.

Seite 13, rechte Spalte
gedruckt:

Aufgrund der Differenzengleichung ist

|Lm((Xk)Z°:0)| = |ym| = | —Qp1Ym—1—""*—a0Ym—n+bnXm +bp_1Xp_1+ - +b0xm—n‘
< max{|ag|,...,|an—1]} max{[yol,....[ym—-1} +max{|bol,. ... [bul }H|(xe)io |-

Indem wir nun den groBten Wert von |yol, ..., |y,—1| entsprechend abschitzen und iterativ fortfahren, erhalten
wir

L ()=o)l < | Y (max{laol,. lan—11})*| -max{lbol,.., 1bal I (o) olleo =2 Conll ()

m
k=0
korrekt:

Aufgrund der Differenzengleichung gilt:

|Lm(<xk)z°:0)| = ’ym’ = ’ —Ap1Ym—1—""*—a0Ym—n+bpXm +bp_1Xp_1+ - +b0xm—n‘
n—1 n
< max{|yol,- - [ym-11} D lax] + | (o) oll Y 1Bl-
k=0 k=0
Indem wir nun den groBten Wert von |yol,. .., |y,—1| entsprechend abschitzen und iterativ fortfahren, erhalten

WwiIr

m n—1 i n
IMERHIESDY <Z!akl> [ZIM] 1) i=ollee =2 Conll (i) o [leo-

i=0 \k=0 k=0



